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Introduzione e notazione

Queste note, sviluppate per le esercitazioni del corso di &tistica Biomedica presso la Scuola Normale
Superiore di Pisa, intendono illustrare alcune delle potenmiali di R, utilizzato come strumento di
indagine statistica. L'obiettivoe quello di presentare varie tecniche e imparare ad adoperarle nella
pratica.

Nel presentare il materiale si assume una conoscenza di badeR. Per una panoramica generale
sul linguaggio o informazioni speci che sulla sintassi decomandi di base si rimanda al sito u ciale
della R Foundation [44] accessibile all'indirizzo web:

http://www.r-project.org
che mette a disposizione, oltre al codice sorgente del progmma, molta documentazione.
Nel corso del testo, se non diversamente speci cato, si fa osdella seguente notazione:

m: indica la media di un campione, cosmp e la media del campioneA.

s?: indica la varianza di un campione, cossZ e la varianza del campioneA.

Il carattere \ 2" indica la stima sul campione di un parametro teorico, cos " e la stima
campionaria del parametro

Il simbolo \ >"e utilizzato come primo carattere nelle linee che identi cano un input fornito a
R. Se il comandoe troppo lungo per essere contenuto in una salriga le righe di continuazione
iniziano con il simbolo \+".

[...]: indica una serie di istruzioni o di testo che non vienemostrata.






Capitolo 1

Statistica descrittiva e funzioni di
distribuzione

In questo capitolo vengono introdotte le funzioni statistiche che permettono di estrarre da un set di
dati informazioni di riepilogo quali la media, la varianza o i quartili. Vengono poi presentati alcuni
metodi gra ci (mono e bidimensionali) con cuie possibile ispezionare le caratteristiche del campione
in esame. Il capitolo si chiude con una breve panoramica s@lfunzioni di distribuzione implementate
in R di pu comune utilizzo.

1.1 Funzioni statistiche

Dato un campione A, per calcolarne la media, la varianza, la deviazione standd e la mediana si
usano le seguenti funzioni:

> mean(A)
> var(A)

> sd(A)

> median(A)

La taglia di A, il valore massimo e il minimo si ottengono con le chiamate:

> length(A)
> max(A)
> min(A)

La funzione summary genera un riepilogo di sei statistiche calcolate sul campite, ossia il minimo,
il primo quartile, la media, la mediana il terzo quartile e il massimo. Ad esempio, sul campione dei
primi 20 numeri interi si ottiene il seguente output:

> A <- 1:20 # vettore contenente i primi 20 numeri interi
> summary(A)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

1.00 575 1050 10.50 15.25 20.00

Dati due campioni A e B, la loro covarianza e il coe ciente di correlazione si ottengono con le
funzioni:

> cov(A, B)
> cor(A, B)

Se si hanno dai dati classi cati in base a uno o pu fattori, la funzione table consente di costruire
una tabella di classi cazione dei conteggi per ogni combinzione dei fattori in gioco. Ad esempio, si
consideri il fattore A a 4 livelli (da 0 a 3):
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> A <- factor( ¢(0,0,0,0,1,1,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3) )

Per contare le occorrenze di ognuno dei livelli si usa la chraata:
> table(A)

che fornisce in output:

A
0123
4273
Se si hanno due fattori, si costruisce la tabella di contingeza dei conteggi come nel caso seguente:

> A <- factor( ¢(0,0,0,0,1,1,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3) )
> B <- factor( ¢(0,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,1,1,1,0,1) )

> table(B, A)
A

B 0123
03021
11252

in cui i livelli del primo fattore vengono disposti per riga e quelli del secondo per colonna.

La funzione summary e molto utile anche per riepilogare le informazioni conterute in un data
frame con pu variabili. Come esempio si consideri un set didati della libreria standard MASS,
relativo ai dati sulle eruzioni del gayser \Old Faithful" de | parco nazionale di Yellowstone (Wyoming).
| dati provengono da un lavoro di Azzalini e Bowman (Applied Satistics 39, 357-365, 1990).

> library(MASS) # carica la libreria MASS
> data(geyser) # carica il dataset di nome geyser
> geyser # visualizza i dati

waiting duration

1 80 4.0166667
2 71 2.1500000
3 57 4.0000000
[.]

299 79 2.0000000

Si tratta di 299 osservazioni di due variabili: duration che rappresenta la durata dell'eruzione (in min)
e waiting il tempo di attesa no alla successiva eruzione. Un riepilo@ rapido dei dati si pwo avere
con la chiamata:

> summary(geyser)
waiting duration

Min. : 43.00 Min. :0.8333
1st Qu.: 59.00 1st Qu.:2.0000
Median : 76.00 Median :4.0000
Mean : 7231 Mean :3.4608
3rd Qu.: 83.00 3rd Qu.:4.3833
Max. :108.00 Max. :5.4500

1.2 Visualizzazioni gra che dei dati

Si consideri un campione di 200 numeri casuali estratti da ua distribuzione 2 a 2 gradi di liberg:

> A <- rchisq(200, 2)
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Figura 1.1: Plot X Y e box-and-whisker plot di 200 numeri a distribuzione  2(2).

Una prima analisi gra ca pw essere condotta mediante un senplice plot X Y
> plot(A)

che produce l'output a sinistra in Fig. [L.

Ulteriori informazioni sulla distribuzione dei dati, sull a sua simmetria e sulla presenza di eventuali
dati particolarmente distanti dalla media (outliers) possono essere desunte osservando il diagramma
a scatola con ba (box-and-whisker plot):

> boxplot(A)

Il risultato, a destra in Fig. LT] mette in luce I'asimmetri a della distribuzione con la presenza della
lunga coda destra.

Riprendendo i dati relativi al geyser \Old Faithful" del par co nazionale di Yellowstone, presentati
in Sec.[T1, e possibile evidenziare tendenze nelle disbuzioni della durata e dei tempi di attesa fra
due eruzioni esaminando i boxplots delle due variabili. Perfar cb, e per disporre i due gra ci anco
a anco, si pw dividere la nestra di output gra co in 2 colo nne per 1 riga con la chiamata:

> par(mfrow=c(1,2)) # divide la finestra grafica in 1 riga e 2 colonne
| due gra ci si producono nel modo seguente:

> boxplot(geyser$waiting, xlab="waiting")
> boxplot(geyser$duration, xlab="duration")

L'output di Fig. LZJevidenzia che la distribuzione del tempo di attesae maggiormente simmetrica di
quella della durata dell'eruzione.

1.2.1 Istogrammi

| metodi gra ci nora presentati permettono di avere un rapi do riepilogo dei dati, ma non di avere
un'idea della loro funzione di densif, la quale consente dmettere in luce eventuali comportamenti
come bimodaliti o simili. Per a rontare problemi di questo genere si pw ricorrere alla generazione di
istogrammi o di stime di kernel density.

Sia A un campione di 120 numeri casuali di distribuzione normale teindard:

> A <- rnorm(120) # 120 num. casuali ~ N(0,1)
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Figura 1.2: Box-and-whisker plot dei tempi di attesa fra due eruzioni del geyser \Old Faithful" del
parco nazionale di Yellowstone e delle loro durate (in min).

Per riepilogare i dati in istogrammae necessario calcolag il numero di classi (o0 bin) statisticamente
appropriato. Detto numero si ottiene arrotondando all'int ero pu vicino la radice quadrata del numero
dei dati:

> nclassi <- round(sqgrt(length(A)))
Si costruisce quindi il vettore delle classi in cui suddivietre il range di A:
> classi <- seg(min(A), max(A), length=nclassi+1)

Sie fatto uso della funzione seq che accetta in questo speci co esempio tre argomenti: gli gremi
dell'intervallo e il numero di punti con cui campionare regdarmente tale intervallo. Il comando per
ottenere l'istogrammae in ne:

> hist(A, breaks=classi)

Oltre a riportare i dati in istogramma presentando le frequenze assolutee possibile presentare l'isto-
gramma delle frequenze relative:

[...]
> hist(A, breaks=classi, prob=TRUE)

Per variabili continue, una rappresentazione pu so sticata si pw ottenere gra cando la kernel density.

Ho0= KO X))

dove K e una funzione detta kernel eh un parametro detto bandwidth. La funzione K deve essere
una funzione di densit simmetrica e centrata in 0; una sceh classicae la funzione gaussiana. La
stima della densitx f},(x) in un punto xe dunque la media di n funzioni di densia centrate nei punti
osservatix;; il parametro h regola la dispersione di queste densit. Per valori piccaldi h avranno
importanza solo i punti vicini a x;, mentre per h grande saranno rilevanti anche osservazioni lontane.
Un valore intermedio del parametro consente di mettere in lee I'andamento essenziale della funzione
di densit da stimare.
In Re possibile far uso della funzionedensity :

> lines(density(A))
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Figura 1.3: Istogramma ottenuto dalla generazione 120 nunmé casuali N (0; 1) con sovrapposta la
kernel density (a destra).

La chiamata alla funzione lines sovrappone il gra co di kernel density all'istogramma realizzato in
precedenza. Se non si specica altrimenti, usando l'opziombw, la funzione density utilizza un algo-
ritmo di ottimizzazione per determinare la larghezza di barda migliore (per ulteriori dettagli si veda
la pagina di manuale relativa alla funzionedensity). Per rappresentare solamente la kernel density si
usa il comandoplot al posto di lines. | risultati sono presentati in Fig. [3]

Esempio

| metodi presentati possono essere applicati ai dati del geser \Old Faithful". Come in precedenza si
divide la nestra gra ca in due parti:

> par(mfrow=c(1,2))
quindi si generano l'istogramma per i tempi d'attesa fra dueeruzioni e la sua kernel density:

> hist(geyser$waiting, prob=TRUE, xlab="waiting")
> lines(density(geyser$waiting), col="red")

a cui si a anca l'equivalente gra co per la durata delle eruzioni:

> hist(geyser$duration, prob=TRUE, xlab="duration")
> lines(density(geyser$duration), col="red")

L'output, in Fig. LZ] evidenzia che le distribuzioni di entrambe le variabili sono bimodali, risultato
che non si poteva evincere dall'osservazione di Fig—1.2.

1.2.2 Rappresentazioni bidimensionali

La generalizzazione al caso di stime kernel density in due gliensioni pwb essere ottenuta con la
funzione kde2d della libreria MASS come nell'esempio seguente.

Nel caso delle eruzioni del geyser \OId Faithful” la stima kenel density congiunta delle variabili
durata e attesa si ottiene con la chiamata:

> f1 <- kde2d(duration, waiting, n=50)

La funzione accetta, oltre alle variabili da utilizzare, I'opzionen che specica il numero di punti da
usare in ogni direzione per arrivare alla stima della funzioe di densig.

La rappresentazione gra ca dei punti e della kernel densitydate in Fig. [CH, possono essere ottenute
con le chiamate:
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Figura 1.4: Istogrammi e stime kernel density dei tempi di atesa fra due eruzioni del geyser \Old
Faithful" del parco nazionale di Yellowstone e delle loro duate (in min).

> par(mfrow=c(1,2))
> plot(geyser$duration, geyser$waiting, xlab = "duration ", ylab="waiting")
> contour(fl, xlab = "duration", ylab="waiting")

La funzione contour realizza un gra co detto contour plot. Tale funzione accetta molte opzioni, tra
cui levels che permette di speci care un vettore con i livelli in corrispondenza dei quali devono essere
tracciati i contorni.

1.3 Funzioni di distribuzione

R mette a disposizione numerose funzioni di distribuzione,ia discrete che continue. Tra le principali
si ricordano le seguenti.

1.3.1 Distribuzione binomiale

E possibile calcolare la densit di probabilig, la funzi one di distribuzione e i quantili di una distribu-
zione binomiale tramite le tre funzioni:

dbinom(x, size, prob, log = FALSE)
pbinom(q, size, prob, lower.tail = TRUE, log.p
gbinom(p, size, prob, lower.tail = TRUE, log.p

FALSE)
FALSE)

Lo standard cheR segue per le varie distribuzionie quello di identi care con un nome la distribuzione
(in questo casobinom) e farlo precedere dalle lettered, p e g per identi care la densit, la distribuzione
e i quantili.

| primi tre argomenti delle funzioni devono essere obbligatriamente speci cati, mentre gli altri sono
opzionali; se essi non vengono inserifR assume un valore preimpostato. Ad esempio I'argomenttog
della funzionedbinom (che permette di ottenere il logaritmo delle probabiliati n luogo delle probabilia
stesse) ha di default il valoreFALSE . Allo stesso scopo serve l'opzionéog:p (di default FALSE).
In ne l'opzione lower:tail permette di scegliere fra i valori di probabilia P(X <= x) (valore TRUE,
impostato di default) e P(X > x) (valore FALSE ).

E possibile fare un plot della densit della binomiale B (x; 10; 0:65) e della sua funzione di distri-
buzione nel modo seguente:
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Figura 1.5: Graco e stima kernel density congiunta dei tempg di attesa fra due eruzioni del geyser
\Old Faithful" del parco nazionale di Yellowstone e delle loro durate (in min).
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Figura 1.6: Istogramma della densit della distribuzione binomiale B (x; 10; 0:65) e della sua funzione
di distribuzione.

> barplot(dbinom(0:10,10,0.65), col="grey", names.arg=
> plot(0:10, pbinom(0:10, 10, 0.65), type="s", xlab="x", y

0:10)
lab="p(x)")
La funzione barplot accetta vari argomenti fra cui il colore con cui riempire le larre e le etichette

(names:arg) da porre sotto ogni barra. Per la funzioneplot I'unico argomento usato nell'esempioe
type che imposta un gra co a scala. | due plot sono mostrati in Fig.[Ld.

1.3.2 Distribuzione di Poisson

La probabilit che un evento casuale si veri chi x volte quando in media si veri ca lambda volte e
dato dalla distribuzione di Poisson. In R vi si accede con:

dpois(x, lambda, log = FALSE)
ppois(q, lambda, lower.tail = TRUE, log.p =
gpois(p, lambda, lower.tail = TRUE, log.p

FALSE)
FALSE)

dove lambda identi ca la media della distribuzione. Ad esempio il diagramma della distribuzione di
Poisson con media 2 si ottiene con:
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Figura 1.7: Istogramma della densit della distribuzione di Poisson di media 2.

> barplot(dpois(0:6,2), col="lightgrey", names.arg=0:6 , Xlab="x")

ede presentato in Fig. [L4.

1.3.3 Distribuzione binomiale negativa

Questa distribuzione permette di calcolare la probabilita che un numero di fallimenti x avvenga prima
del successaize in una sequenza di prove bernoulliane per la quali la probalii del singolo successo
e prob.

dnbinom(x, size, prob, mu, log = FALSE)
pnbinom(q, size, prob, mu, lower.tail = TRUE, log.p
gnbinom(p, size, prob, mu, lower.tail = TRUE, log.p

FALSE)
FALSE)

Ad esempio la probabili che lanciando una moneta si otterga la quinta testa prima della seconda
crocee data da:

> dnbinom(5, 2, 0.5)

[1] 0.046875

dato che la probabiliti di ottenere croce sul singolo lancbe 0.5.

1.3.4 Distribuzione normale

Fra le distribuzioni continue particolare importanza ha la distribuzione normale.

dnorm(x, mean=0, sd=1, log = FALSE)
pnorm(g, mean=0, sd=1, lower.tail = TRUE, log.p
gnorm(p, mean=0, sd=1, lower.tail = TRUE, log.p

FALSE)
FALSE)

Con ovvia notazione mean e la media della distribuzione e sd la sua deviazione standard. La
distribuzione normale di media O e varianza 1 si dice standat e si indica con la notazioneN (O; 1).

1.3.5 Distribuzione 2

La somma dei quadrati di n variabili casuali indipendenti N (0; 1) e distribuita secondo una
distribuzione 2 an gradi di liberg.
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dchisq(x, df, ncp=0, log = FALSE)
pchisq(q, df, ncp=0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
gchisq(p, df, ncp=0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

d e il numero di gradi di libera. E anche possibile calcolare la distribuzione di 2 non centrale,
speci cando un valore positivo per il parametro di non centralif ncp. Per un esempio del suo utilizzo
si veda la sezion€®l3.

1.3.6 Distribuzione t

Il rapporto fra una variabile casuale normale standard e la adice di una variabile casuale  2(n)
divisa per n segue una distribuzione dit di Student a n gradi di liberg.

dt(x, df, ncp=0, log = FALSE)
pt(q, df, ncp=0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
gt(p, df, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

d rappresenta il numero di gradi di libera. Speci cando un valore positivo per ncp si pw calcolare
la distribuzione di t non centrale.

1.3.7 Distribuzione F

Il rapporto di due variabili casuali indipendenti distribu ite rispettivamente 2(d1) e 2(d 2),
ognuna divisa per i rispettivi gradi di liberg, e distrib uito secondo la distribuzioneF a (df 1, o 2)
gradi di libera.

df(x, dfl, df2, log = FALSE)
pf(q, dfl, df2, ncp=0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
gf(p, dfl, df2, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

d 1 ed 2 sono i gradi di libera di numeratore e denominatore.

1.3.8 Distribuzione normale multivariata

Per lo studio di campioni su cui sono misurate pu variabilie spesso necessario ricorrere alla funzione
di distribuzione normale multivariata, generalizzazionedella distribuzione normale in pu dimensioni.

Si supponga di misurare su un campionep variabili, tutte di distribuzione normale e fra loro
indipendenti. Sia il vettore che contiene le medie di dette variabili e la loro matrice di covarianza.
La densit:

1L 1 L
g(x) = WJ j Pexp[ S 't ) s j=det() (1.1)

e detta densifh normale multivariata.

L'ipotesi di indipendenza tra le variabilie fondamentale in quanto, se esse risultano tra loro dipen-
denti, e possibile che una ad una siano normalmente distribite, ma che nell'insieme non soddis no
I'ipotesi di normalib multivariata. Un classico esempio coinvolge le variabili X N(0;1) eY cos
de nita:

X sejXj 1

X sejXj< 1
in questo caso siaX che Y hanno distribuzione normale, ma la loro distribuzione congunta none
normale multivariata.

Y =

La funzione di distribuzione normale multivariatae accessibile in R dopo l'installazione della libreria
aggiuntiva mvtnorm , scaricabile dal sito della distribuzione [44]. Tale libreia implementa la funzione
dmvnorm, che ritorna la densit di probabilin normale multivari ata e la funzione rmvnorm che
permette di generare dati da una distibuzione speci cata.
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Ad esempio per valutare la densii normale multivariata nel punto x = (0;0) nel caso di due
variabili di media = (1;1) con matrice di covarianza:

1.0 05
05 10

si usa la chiamata:

> library(mvtnorm)
> Sigma <- matrix(c(1,0.5,0.5,1), nrow=2) # matrice di cova rianza
> Sigma
(1] [2]
[1] 1.0 05
[2] 05 1.0
> dmvnorm(x=c(0,0), mean=c(1,1), sigma=Sigma)
[1] 0.0943539

la funzione accetta tre argomenti: il punto in cui valutare la densig, il vettore delle medie delle
variabili, la matrice di covarianza delle variabili.

Se si volesse invece simulare un campione di 5 osservaziomoyenienti dalla distribuzione con i
parametri dati in precedenza si potrebbe usare la chiamata:

> rmvnorm(n=5, mean=c(1,1), sigma=Sigma)
[.1] [.2]

[1,] 1.7516475 0.3527596

[2,] 1.7580599 1.0073010

[3,] 1.1606733 0.4987357

[4,] -1.3068941 -1.3132264

[5,] 0.6290436 0.8559206

in questo caso il primo argomento speci ca la dimensione detampione da generare.



Capitolo 2

2

Statistica classica: test t, test 2

correlazione

2.1 Test t

Si abbiano due campioniA e B e si voglia stabilire se essi possano o meno essere stati afiirda
popolazioni di uguale media. A seconda del problema in esan® hanno i seguenti casi:

1. Testt a un solo campione
2. Testt per dati appaiati
3. Testt assumendo eguale varianza

4. Testt a varianza diversa

2.1.1 Test t a un solo campione

Questo test si usa quando si vuole veri care se un campione [38a 0 meno essere stato estratto da
una popolazione di media nota .

Esempio

In Geochimica il rapporto tra gli isotopi dell'ossigeno O'® e O'6, entrambi stabili, e utilizzato come
tracciatore della temperatura alla quale sie formato un cristallo. Per semplicia tale rapporto e
espresso in relazione al rapporto isotopico dell'acqua nel cosidetta notazione delta (). Quindi per
de nizione O dell'oceanoe 0, mentree noto che O del mantello terrestree 5.3.

Si vuole testare lipotesi che il campione di zirconiA provenga da una popolazione di rapporto
isotopico tipico del mantello. Per prima cosa si inseriscoa i dati del campione in un vettore:

> A <- ¢(6.0, 4.4, 5.0, 5.3, 5.2, 5.8, 5.6)
Quindi si esegue il test:
> t.test(A, mu=5.3)
One Sample t-test
data: A
t = 0.1406, df = 6, p-value = 0.8928

alternative hypothesis: true mean is not equal to 5.3
95 percent confidence interval:

13
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4.831345 5.825798
sample estimates:
mean of x

5.328571

Dal test si conclude che non si pw escludere l'ipotesi chel icampione provenga da una popolazione
di rapporto isotopico O = 5:3. In output vengono forniti dapprima il valore campionario della
statistica t, i suoi gdl e il valore P. Vengono poi riportati l'intervallo di con denza al 95% per la
media nella popolazione e, nell'ultima riga, la media campne.

2.1.2 Test t per dati appaiati
Nel caso di dati appaiati il comando:
> t.test(A, B, paired=TRUE)

testa l'ipotesi che le medie dei due campioni siano signi civamente diverse. Il teste a due code. Se
si vuole veri care l'ipotesi che la media del primo campionesia signi cativamente maggiore di quella
del secondo, si fa uso dell'opzionalt:

> t.test(A, B, paired=TRUE, alt="g")

Se invece si vuole testare l'ipotesi che la media dA sia signi cativamente minore di quella di B, la
sintassie:

> t.test(A, B, paired=TRUE, alt="I")

Esempio

A un gruppo di volontari vengono misurati i battiti cardiaci a riposo (A) e dopo una sessione di
ascolto di musica classicaB). Stabilire se vie evidenza del fatto che l'ascolto di musta produce un
abbassamento del numero dei battiti.

> A <- ¢(77,74,81,65,71)
> B <- ¢(72,72,82,62,69)
> t.test(A, B, paired=TRUE, alt="g")

Paired t-test

data: A and B
t = 2.2691, df = 4, p-value = 0.04291
alternative hypothesis: true difference in means is greate r than O

[.]

Dal test si conclude che vie evidenza signi cativa del fatto che l'ascolto di musica classica produce
un abbassamento del ritmo cardiaco.

2.1.3 Test t assumendo eguale varianza

Nel caso di campioni indipendenti, se le varianze dA e B non sono signi cativamente diverse si usa
la sintassi:

> t.test(A, B, var.equal=TRUE)

che esegue un test bidirezionale assumendo uguale varianza. Per i test monodizionali la sintassie
la stessa introdotta al punto precedente.
Per controllare I'uguaglianza della varianze si pw ricorrere al test F:

> var.test(A, B)

se il risultato di questo teste non signi cativo si pwo ass umere l'uguaglianza delle varianze.
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2.1.4 Test t a varianza diversa

Se il testF di cui al punto precedente fornisce risultato signi cativo, si procede ad un testt assumendo
varianze di erenti:

> t.test(A, B)

in cui i gradi di libera vengono calcolati secondo la formula di Welch:

_ (ka + kg)?
=2 =
Tt AT
con:
ka = i kg = i:
Na N
Esempio

Due classi di studenti di pari e vengono sottoposti ad un test per valutare il loro QI. Si stabilisca se
vie di erenza signi cativa fra le due classi.
Si inseriscono i valori dei QI nei vettori A e B:

> A <- ¢(95,101,102,102,103,104,105,106,106,110,113,11  3,114,116,125)
> B <- ¢(95,97,97,98,99,99,100,100,100,100,101,101,102 ,103,103,106,106,107,107,108)

Come primo passo si controlla 'omogeneita delle varianze
> var.test(A, B)
F test to compare two variances

data: A and B
F = 4.0432, num df = 14, denom df = 19, p-value = 0.005492
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equa lto 1l
95 percent confidence interval:

1.527496 11.566386

Dal valore P del test si ha evidenza del fatto che le varianze sono signiativamente diverse. Si esegue
quindi il confronto fra le medie dei due gruppi con la chiamas:

> t.test(A, B)
Welch Two Sample t-test

data: A and B
t = 2.945, df = 19.189, p-value = 0.008252
alternative hypothesis: true difference in means is not equ alto 0
95 percent confidence interval:
1.801414 10.631919
sample estimates:
mean of x mean of y
107.6667 101.4500

Si evidenzia di erenza altamente signi cativa fra le due classi. Dall'ultima riga in output si vede che
il QI degli studenti della classeA (identi cata dall'etichetta mean of X risulta superiore.
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2.2 Test 2
2.2.1 Goodness-of-t

Si abbia una serieA di frequenze osservate e si voglia veri care se esse seguamaneno una certa
legge di distribuzione. Il problema pu semplice si ha quaro si vuole controllare che la distribuzione
sia uniforme. In tal caso la sintassie:

> chisqg.test(A)

Se invece si vuole testare l'iptesi che le frequenze sianostlibuite secondo una particolare distribu-
zionee necessario costruire il vettore delle frequenze teiche (che avia la stessa lunghezza del vettore
delle frequenze osservate e sam costruito a partire dalldunzione di distribuzione teorica ipotizzata).
Per una distribuzione poissoniana si pw procedere come fi'essempio seguente.

Esempio

Per valutare la bont di un nuovo apparato industriale si conta il numero di microfratture per pezzo
prodotto. Si controllano 45 campioni e risulta che 20 di esshon contengono microfratture, 15 ne
contengono 1 e 10 ne contengono 2. Testare l'ipotesi che lastliibuzione di microfratture sia casuale
(e quindi segua una distribuzione di Poisson).

> A <- c(20, 15, 10) # la serie di frequenze osservate

> fratture <- 0:2 # il numero di difetti corrispondenti trova te
> mu <- sum(A*fratture)/sum(A) # la media della poissoniana

> prob <- dpois(fratture, mu) # vettore frequenze teoriche

> prob[3] <- 1 - sum(prob[1:2]) # correzione sull'ultimo val ore

La correzione sull'ultimo valoree necessaria ai ni della corretta normalizzazione, in modo tale che la
somma delle frequenze teoriche sia 1.

> teo <- prob*sum(A) # frequenze teoriche
> chisq <- sum((A - teo)"2/teo) # valore campionario di chi qu adro
> chisq

[1] 0.4676315

>gdl<-3-1-1 # perdo 2 gdl, 1 per normalizzazione
# 1 per aver stimato mu sul campione
> p <- 1 - pchisqg(chisqg, gdl) # valore p del test
>p
[1] 0.4940788

da cui si conclude che la distribuzione teorica si accorda e ai dati. In Fig. B ottenuta con la
chiamata:

> barplot(rbind(A,teo), beside=TRUE, names=0:2, legend= c("Osservate",
+ "Teoriche (Poisson)"))

sono rappresentate, per un agevole paragone, le serie di digenze osservate e teoriche.
Si noti che la chiamata diretta a:

> chisq.test(A, p=prob)
Chi-squared test for given probabilities

data: A
X-squared = 0.4676, df = 2, p-value = 0.7915
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Figura 2.1: Confronto fra frequenze di microfratture ossevate e teoriche nell'ipotesi di legge
poissoniana.

fornisce il valore corretto di 2, ma valuta in maniera scorretta i gradi di libera dato che non pw
tener conto del fatto che 1 gdl viene perso a causa del fatto ehsie stimato il parametro mu sul
campione.

A voltee necessario accorpare pul classi di frequenza pete il test 2 mantenga la sua validia. Ad
esempio, supponendo che il vettoréd abbia lunghezza 10 (cos come il vettoreteo) e che si debbano
accorpare le classi da 7 a 10 comprese, i comandi saranno i segti:

> A <- c(A[1:6], sum(A[7:10]))
> teo <- c(teo[1:6], sum(teo[7:10]))
> chisq <- sum((A - teo)"2/teo)

[.]

avendo cura di ricalcolare correttamente i gradi di liberta.

2.2.2 Tabelle di contingenza

Se i dati raccolti possono essere classi cati secondo dueiaki di classi cazionee possibile costruire
una tabella di contingenza per veri care l'indipendenza ddle due chiavii.

Ad esempio si supponga di classi care 103 pazienti sottoptisa 3 diverse cure A, B e C (prima
chiave di classi cazione) in base anche a una seconda chiaghe rappresenta la risposta al trattamento
(\+" se ck miglioramento; \=" se non ck nessun miglioram ento). Se i conteggi sono quelli riepilogati
in Tab. &7 I'analisi si pw svolgere nel modo seguente. Peprima cosa si inseriscono i dati in una
tabella di tre righe e due colonne:

> Tab <- matrix(c(10,21, 7,30, 18,17), nrow=3, byrow=TRUE)

> Tab

[1] [.2]
1] 10 21
2] 7 30

3] 18 17
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cura risposta

+ =
A 10 21
B 7 30
C 18 17

Tabella 2.1: Risposta di 103 pazienti a tre trattamenti diversi.

La funzione matrix viene usata per costruire una tabella di tre righe (opzionenrows) inserendo i
valori per riga (byrow = TRUE). Il test per mettere in luce l'associazione fra le chiavi diclassi cazione
si esegue con il comando:

> chisq.test(Tab)
Pearson's Chi-squared test

data: Tab X-squared = 8.5321, df = 2, p-value = 0.01404

Per capire da dove trae origine la di erenza signi cativa e possibile visualizzare la tabella di
contingenza teorica:

> res <- chisg.test(Tab)
> res$expected

[1] [.2]
[1,] 10.53398 20.46602
[2,] 12.57282 24.42718
[3,] 11.89320 23.10680

ed eventualmente valutare il contributo al valore di 2 campionario portato da ciascuna cella:
> res$residuals”2

[!1] [!2]
A 0.02706814 0.01393213

B 2.47011283 1.27138160
C 3.13565286 1.61393897

2.2.3 Confronto di una frequenza teorica con una sperimenta le

Su un campione si misuri la frequenza sperimental@ con cui si veri ca un evento di interesse. Sia
la frequenza attesa in base a ipotesi teoriche. Le due frequee e p possono essere paragonate con
il test esatto, come nell'esempio seguente.

Esempio

100 persone vengono sottoposte a un test di cultura generaée77 di esse lo superano. Tale proporzione
e in accordo con la proporzione attesa =0:857?

Il test si esegue chiamando la funziondinom:test che accetta tre opzioni: il numero di successi
nel campione, la dimensione capionaria e la proporzione teica attesa:

> binom.test(77, 100, p=0.85)
Exact binomial test

data: 77 and 100
number of successes = 77, number of trials = 100, p-value = 0.0 3431



2.3 Test di correlazione 19

alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.85
95 percent confidence interval:
0.6751413 0.8482684

Si conclude che vie di erenza signi cativa fra la proporzi one teorica e quella osservata. Si noti che il
test visualizza nell'ultima linea l'intervallo di con den za della proporzione osservata.

2.2.4 Test di McNemar

Si usa questo test per veri care l'accordo fra due diverse teniche diagnostiche.

Esempio

Due test diagnostici A e B vengono provati su 500 pazienti. Ogni persona viene analiata con
entrambi i test. Ci si domanda se i due test sono equivalenti.
Si inizia l'analisi inserendo i dati in una matrice:

> dati <- matrix(c(95, 30, 20, 355), nrow=2,
dimnameS:”St(llBll = C(”+", II_II)'IIAII = C(”+"’ II_II)))
> dati

A
B+ -
+95 20
- 30 355

L'opzione dimnames serve a specicare le etichette di riga e colonna per comoditdi lettura. Si
noti che in questo caso la matrice viene costruita per colona. Le informazioni utili per il test sono
ricavate dai due elementi fuori diagonale, che risultano ppolati in numero su ciente per usare il test
di McNemar:

> mcnemar.test(dati, correct=FALSE)
McNemar's Chi-squared test

data: dati
McNemar's chi-squared = 2, df = 1, p-value = 0.1573

Si conclude che i due metodi diagnostici sono equivalenti. 'bpzione correct = FALSE disabilita la
correzione di continui.

2.3 Test di correlazione

Per veri care la correlazione fra due serie di datiA e B (campione bivariato) si ricorre al test di
Pearson, come nell'esempio seguente.

> A <- rnorm(10)
> B <- rnorm(10) # due serie di 10 numeri casuali ~ N(O, 1)
> cor.test(A, B)

Pearson's product-moment correlation

data: A and B

t = 0.7966, df = 8, p-value = 0.4487

alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
95 percent confidence interval:
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-0.4323226 0.7693952
sample estimates:
cor
0.2710966

In output si ottiene oltre alla signi cativie. della corre lazione anche il suo intervallo di con denza (di
default al 95%). Il teste bidirezionale, mae possibile segliere un test monodirezionale:

> cor.test(A, B, alt="g")
> cor.test(A, B, alt="1")

eseguono rispettivamente un test per associazione positive negativa.

2.3.1 Dierenza fra coe cienti di correlazione

Se si vuole stabilire se sia signi cativa la di erenza fra due coe cienti di correlazione r1 er2, calcolati
su due campioni biavriati indipendenti di taglia n1 en2 rispettivamente, si ricorre alla trasformazione
di Fisher surl er2 e si esegue un test. |l risultato della trasformazione di Fisher:
0= 1Io 1+r
2991 7
e una variabile normale a media 0 e deviazione standard:
r

z0 —

n 3

dove n e la taglia del campione bivariato su cui si calcola il coe ciente di correlazione. La tra-
sformazione di Fishere valida per campioni grandi, ma pw essere usata senza grossi errori ga per
n> 5.

Si ha quindi che un intervallo di con denza bilaterale di livello per il coe ciente rle dato da:

tanh(z{ 71 -2 29)

La trasformazione tanh e l'inversa della trasformazione d Fisher e riporta i valori z° sulla scala di
r. Come detto in precedenza, inR l'informazione sull'intervallo di con denzae fornita da lla funzione
cor:test.

Per testare la di erenza fra i due coe cienti r1 er2 si plo ricorrere al test z:

r

29 1 1
Zgiff = z9; +
29; 29 ' nil 3 n2 3

=}
N
No

L'intervallo di con denza bilaterale di livello  sulla di erenza dei coe cienti r1 er2e quindi:

0 -0
tanh(z; z; z3 =2 29:29)

Esempio

Sivuole vedere se, per due diverse variet di grano, la pragttivig, in tonnellate per ettaro,e correlata
allo stesso modo con I'umidit percentuale media registréa nel periodo seguente la semina.

Si inseriscono i dati relativi alla prima varied nei vetto ri acqual e prodl, e quelli relativi alla
seconda nei vettoriacqua? e prod2:

> acqual <- c(47.6,44.9,47.4,56.3,54.3,45.3,49.4,58 .4, 54.5,50.1,51.0,50.1)
> prodl <- ¢(18.3,18.8,21.2,20.4,20.1,20.5,22.0,19.7,2 3.5,18.4,19.0,19.8)
> acqua2 <- ¢(51.7,47.6,42.8,46.7,34.5,50.3,43.6,45.7, 53.0,38.7,52.9,45.5)

> prod2 <- ¢(21.3,19.3,23.5,23.4,18.1,18.8,17.9,21.5,2 2.8,17.7,21.9,21.6)
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Le correlazioni si esaminano con le chiamate:

> cor.test(acqual, prodl)
Pearson's product-moment correlation

data: acqual and prodl
t = 0.7714, df = 10, p-value = 0.4583
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
95 percent confidence interval:
-0.3899620 0.7137993
sample estimates:
cor
0.2369744

> cor.test(acqua2, prod2)
Pearson's product-moment correlation

data: acqua2 and prod2
t = 1.7956, df = 10, p-value = 0.1028
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
95 percent confidence interval:
-0.1118151 0.8319256
sample estimates:
cor
0.4937723

Nessuna delle due correlazionie signi cativa, ma si nota be la correlazione risulta pu forte per la
seconda variet. Per vedere se questa di erenza raggiungka signi cativit si ricorre alla trasforma-
zione di Fisher sui due coe cienti di correlazione e si calcta I'errore standard della di erenza delle
variabili trasformate:

corl <- cor(acqual, prodl)

cor2 <- cor(acqua2, prod2)

z1 <- 1/2*log( (1 + corl)/(1 - corl) )
z2 <- 1/2*log( (1 + cor2)/(1 - cor2) )
> sigma <- sqrt(1/9 + 1/9)

V V V V

Il risultato del test ze:

> 7 <- (z2-zl)/sigma
> 7
[1] 0.6352732

valore chiaramente non signi cativo in quanto il percentile di riferimento per la signi cativia bilaterale
e 1.960. Il valore P del test bilateralee:

> 2*(1 - pnorm(z))
[1] 0.5252502

Non vie quindi evidenza che la correlazione fra umidiae media del terreno e produttivia sia diversa
per le due variet di grano.
2.3.2 Correlazione fra pu variabili

Sep variabili vengono misurate su uno stesso campione pw esseinteressante stabilire se fra coppie
di tali variabili esista 0 meno correlazione signi cativa. Si calcola cice quella che viene detta matrice
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di correlazione, ossia la matricgp p il cui elementoi;j e il coe ciente di correlazione fra le variabili
i ej (la matricee quindi simmetrica, con elementi sulla diagornale pari a 1).

Per stabilire la signi cativia di queste correlazionie pen necessario introdurre una correzione
dovuta al fatto che si conducono pu test simultaneamente onfronti multipli). La ragione di questa
correzione e chiara se si considera un esperimento a tre viabili. La probabilia di non ri utare

correttamente l'ipotesi nulla che non vi sia correlazione ffa le prime due variabilie 1 (dove
e il livello del test scelto dallo sperimentatore). Analogamente anche la probabilia di non ri utare
correttamente l'ipotesi nulla che non vi sia correlazione ffa la prima e la terza variabilee 1, e cos

pure per quanto riguarda la seconda e la terza variabile. Sel sonsiderano indipendenti tali confronti
la probabilia congiunta di non ri utare l'ipotesi nulla ¢ he non esista correlazione fra nessuna delle
coppie di variabilie:

a X<1

Nel caso in esame scegliendo=0:05siha (1 )3 0:86, quindi se ogni test viene condotto a livello
del 5% il test globalee a livello del 14%. Si rischia quindi d dichiarare signi cative pu di erenze di
guante non sia opportuno. Il modo pu comune per fronteggiae questo comportamento indesiderato
e ricorrere alla correzione di Bonferroni che modi ca il livello a cui eseguire ogni singolo confronto in
modo tale che il livello del test globale rimanga . Questa correzione richiede che ogni test singolo sia
condotto a livello =N dove:

N=PP D
2
e il numero di confronti che si eseguono. Nel caso in esame ogtest parziale deve essere eseguito
a livello = 0:05=3 = 0:017, cie si dichiareranno signi cative solo le correlazoni con valore P

inferiore a 0.017 e altamente signi cative quelle con valoe P minore di 0:01=3 = 0:0033. La tecnica
presentatae equivalente alla correzione dei valoriP dei singoli test: si moltiplica per N ogni valore P
(con la condizione di porre pari a 1 eventuali valori che, dop la correzione, superino tale soglia) e si
confrontano i valori ottenuti con il livello

Altri classici metodi di correzione per confronti multipli sono dovuti a Holm e a Hochberg. Mentre
il secondoe applicabile solo nel caso di test indipendentil primoe del tutto generale. Data la sua
superiore potenza rispetto al metodo di Bonferronie da comiderarsi il metodo d'elezione. Il suo
funzionamentoe il seguente: si supponga di avere svolt& test simultanei e di aver calcolato per ogni
test il rispettivo valore P. Si dispongono tali valori in ordine crescente:

P, P, ::: Py
Si calcolano quindi i valori P corretti:
PP=(k i+1) P

Procedendo da sinistra a destra si controlla poi se alcuni diali valori risultano pu piccoli di quelli
che compaiono immediatamente alla sinistra. In caso co avenga, si corregge il minore sostituendolo
con il valore che compare alla sua sinistra. Si confrontanowjndi i valori P° cos ottenuti con il livello
di signi cativia

Esempio

In un esperimento si conducono 5 test tra loro non indipendeti | valori P di tali test sono nel vettore
seguente:

> p <- ¢(0.001, 0.2, 0.025, 0.011, 0.07)

Se si vuole correggere per l'e etto di molteplicitr in R si plo ricorrere alla funzione p:adjust chee in
grado di eseguire molti tipi di correzione per confronti mutipli. Ad esempio le correzioni di Bonferroni
e di Holm si ottengono con le chiamate seguenti:
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> p.adjust(p, "bonferroni")
[1] 0.005 1.000 0.125 0.055 0.350

> p.adjust(p, "holm™)
[1] 0.005 0.200 0.075 0.044 0.140

La funzione accetta come input due argomenti: un vettore cotenete i valori P da correggere e il nome
della tecnica da utilizzare (si rimanda alla pagina del manale della funzione per ulteriori possibili
scelte).

Nel caso di correzione di Bonferroni i valoriP sono semplicemente moltiplicati per il numero di
test (in questo caso per 5). Si vede che il metodo di Holme pi potente ritornando valori P inferiori
o pari a quelli del metodo di Bonferroni.
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Capitolo 3

Regressione lineare e non lineare

3.1 Regressione lineare semplice

Uno dei campi in cui le potenzialia di R si esprimono maggiormentee quello della regressione, legare
e non lineare. Una trattazione esaustiva di modelli di regresione lineare e ANOVA inR si trova in
[8] (disponibile presso le pagine web del progett® [44]).

Si de nisce il modello lineare:

Yi= o+ Xit

con l'ipotesi che gli errori"; siano valori assunti da variabili casuali indipendenti di leggeN (0; 2). Il
problemae quello di stimare i parametri , e 2.

Si supponga ad esempio di voler stabilire se vi sia dipendeadineare fra l'altezza di un gruppo di
piante di pomodoro (in cm) e il peso medio dei frutti raccolti (in g). Si inseriscono i dati nei vettori
pesoe altezza:

> peso <- ¢(60,65,72,74,77,81,85,90)
> altezza <- ¢(160,162,180,175,186,172,177,184)

Per ttare il modello lineare si procede nel modo seguente:
> mod <- Im(peso ~ altezza)

Il modello statistico in R si esprime utilizzando I'operatore \ " che mette in relazione la variabile
dipendente con i regressori. Per visualizzare il risultatodell'analisi si utilizza l'istruzione:

> summary(mod)

che fornisce un output particolarmente ricco. Innanzitutto presenta alcune informazioni sul modello
utilizzato e sui residui:

Call:
Im(formula = peso ~ altezza)

Residuals:
Min 1Q Median 30 Max
-7.860 -4.908 -1.244 7.097 7.518

Segue la parte riguardante il t del modello e la signi cativ ia dei parametri;

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -62.8299 49.2149 -1.277 0.2489
altezza 0.7927 0.2817 2.814 0.0306 *

Signif. codes: 0 ™*** 0.001 ™** 0.01 * 0.05 ' 0.1 "' 1

25
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In ne la parte riguardante i calcoli del coe ciente di corre lazione (viene fornito R?) e quello di
seguita dalle informazioni relative all'lANOVA del modello:

Residual standard error: 7.081 on 6 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.569, Adjusted R-squared: 0.4972
F-statistic: 7.921 on 1 and 6 DF, p-value: 0.03058

In alternativae possibile, una volta ttato il modello, ri chiedere la tabella ANOVA:
> anova(mod)
il cui output, nel caso in esame, e il seguente:

Analysis of Variance Table

Response: peso

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
altezza 1 397.15 397.15 7.9207 0.03058 *
Residuals 6 300.85 50.14

Signif. codes: 0 *** 0.001 ™ 0.01 * 0.05 ' 0.1 " '1

Dall'analisi si conclude che la dipendenza lineare fra le deivariabilie signi cativa.

3.1.1 Analisi dei residui

Per I'analisi dei residuie necessario calcolare i valori dleva, ossia i valori sulla diagonale della hat-
matrix H (vedi Sec.[32). Nel caso di regressione semplice essi si gm0 scrivere come:

~—~~
X
<
N
N
=

dove ne la taglia dei campioni e d2 la devianza dellex. In R essi si valutano con I'espressione:

[...]
> x <- model.matrix(mod)
> lev <- hat(x) # calcola i valori di leva

| residui standardizzati z; si de niscono a partire dai residui ordinari ";:

n
— [ .
Z| - /\_p]_:hi.

La funzione Im calcola, fra le altre quantif, i residui ordinari ' che sono disponibili come:
> res <- mod$residuals

| residui standardizzati si ottengono con la chiamata:

> res.standard <- rstandard(mod)

e possono essere plottati contro i valori stimati della varabile dipendente:

> plot(modsfitted.values, res.standard)
> abline(h=0) # livello di O per facilitare la lettura

Per veri care che i residui z; siano distribuiti in modo normalee possibile esaminare unQ-Q plot:

> ggnorm(res.standard)
> abline(0, 1) # retta a 45 gradi per residui standardizzati
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Figura 3.1: Analisi dei residui nel caso dell'esempio. A siistra il gra co dei residui standardizzati
contro i valori ttati dal modello non evidenzia nessun problema di eteroschedasticit o non linearig.
A destra il Q-Q plot dei residui standardizzati.

| gra ci concernenti I'analisi dei residui si trovano in Fig . 3.
Per un'analisi pu completa si pw eseguire un test di normalia di Shapiro-Wilk:

> shapiro.test(res.standard)
Shapiro-Wilk normality test

data: res.standard
W = 0.8543, p-value = 0.1053

che non mette in evidenza una non normalig signi cativa.

3.1.2 Intervallo di con denza della regressione

L'intervallo di con denza bilaterale della retta di regres sionee dato dall'espressione:
s

y=a+bx t; -,(n 2)"° %+7 (3.1)

dovet; =o(n 2)e il valore critico (a livello ) della distribuzione t a n 2 gradi di libera.
L'espressione sotto radice, calcolata pex = x; e il valore di leva i-esimo.
Si consideri I'esempio trattato nella SecC31.

> peso <- ¢(60,65,72,74,77,81,85,90)
> altezza <- ¢(160,162,180,175,186,172,177,184)
> mod <- Im(peso ~ altezza)

Per rappresentare gra camente il modello con il suo intervdlo di con denza si calcolano i valori stimati
dalla retta di regressione e quelli che delimitano il suo inérvallo di con denza. Per far cb si pw usare
la funzione predict. Come primo passo si de nisce un grigliato su cui calcolare valori previsti sia per
la retta di regressione sia per i due rami d'iperbole che datnitano l'intervallo di con denza:

> grid <- seq(min(altezza), max(altezza), 2) # grigliato di passo 2

Quindi si calcolano i valori previsti dal modello nei punti di grid, e i rispettivi errori standard:
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Figura 3.2: Intervallo di con denza della retta di regressione di Sec3TR.

> yp <- predict(mod, data.frame(altezza=grid), se=TRUE)

Si noti che il secondo argomento deve essere necessariangedt tipo data:frame e i suoi argomenti
devono avere esattamente lo stesso nome dei predittori del mdello (in questo caso il data frame
contiene la variabile altezza i cui valori sono quelli inseriti in grid). 1l gra co di Fig. £ZIsi realizza

quindi con le chiamate:

tc <- qt(0.975, length(altezza) - 2)

y <- yp$fit

ysup <- yp$fit + tc*yp$se

yinf <- yp$fit - tc*yp$se

matplot(grid, cbind(y, yinf, ysup), lty=c(1,2,2), col=c (1,2,2),
type="I", xlab="altezza", ylab="peso0")

points(altezza,peso)

V + V V V V V

In alternativa, se non interessa esplicitamente il valore egli errori standard, e possibile costruire il
plot con una procedura pu diretta:

> yp <- predict(mod, data.frame(altezza=grid), interval= "confidence")
> matplot(grid, yp, Ity=c(1,2,2), col=c(1,2,2), type="|" ,
+ xlab="altezza", ylab="peso")

Per e etto della espressione sotto radice in EqLZ3I1 l'intevallo di con denza assume larghezza
minima per x = X, come si veri ca dal gra co e dal calcolo della media dei valoi del vettore altezza:

> mean(altezza)

[1] 174.5

3.2 Regressione multipla

consideri il modello:
Vi = o+ aXip+ it o Xip + i=1;::5n (3.2)
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dove | sono i parametri da stimare €" il termine d'errore. Particolarmente convenientee la notazione
matriciale:

y=X +" (3.3)
dovey =(ys; iy, " =("nn)T, = oot )T e
0 1
1 Xxu X1r
X = % 1o X §
1 Xp1 50 Xnr

Con il metodo dei minimi quadrati si calcolano i valori di  che minimizzano la somma dei quadrati
degli scarti"T":
ey X)Wy X)) (3.4)
Espandendo I'espressione, di erenziando rispetto a e uguagliando a zero il risultato si ottengono le
cosiddette equazioni normali:

XTX =XxTy (3.5)
e se la matriceX T X e invertibile si ha:
N - (XTX) ley
X" = X(XTX) *XTy Hy (3.6)

la matrice H e detta hat-matrix. Si hanno le seguenti identit:
$ = X"=Hy
" y ¢=(1 Hy

wno= oy H)y
Nell'ipotesi che sia var" = 2| si ha anche:
var "= (XTX) IXT 21X (XTX) 1=(XTx) t 2 (3.7)

Esempio

In un esperimento si vuole valutare da quale fonte una certa arietr di pianta tragga il fosforo. Si
misura quindi la concentrazione di fosforoy (in ppm = parti per milione) in 17 di tali piante, in
associazione con la quantia di fosforo inorganico X;) e organico (x2) nel suolo in cui crescono.

>y <- ¢(64,60,71,61,54,77,81,93,93,51,76,96,77,93,95, 54,99)
> x1 <- ¢(0.4,0.4,3.1,0.6,4.7,1.7,9.4,10.1,11.6,12.6,1 0.9,23.1,
+ 23.1,21.6,23.1,1.9,29.9)

> x2 <- ¢(53,23,19,34,24,65,44,31,29,58,37,46,50,44,56 ,36,51)

Si esegue il t del modello lineare di interesse:
> mod <- Im(y ~ x1 + x2)

Prima di esaminare il risultato del modello e interessante vedere come e possibile richiamare alcuni
degli oggetti de niti in precedenza. Le matrici X e (X " X) * sono disponibili come:

> x <- model.matrix(mod)
> xtx.inv <- summary(mod)$cov.unscaled

| valori 4;, » e™ stimati dal modello si ottengono con le chiamate:

> mod$fitted.values
> summary(mod)$sigma
> mod$residuals
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Figura 3.3: Gra co dei residui nel caso dell'esempi@=312.

Il risultato del t del modello si esamina con la chiamata:

> summary(mod)

[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 66.4654 9.8496 6.748 9.35e-06 ***
x1 1.2902 0.3428 3.764 0.00209 **
x2 -0.1110 0.2486 -0.447 0.66195

Residual standard error: 12.25 on 14 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.5253, Adjusted R-squared: 0.4575
F-statistic: 7.746 on 2 and 14 DF, p-value: 0.005433

Si evidenzia quindi che la variabiley dipende in maniera altamente signi cativa dal predittore x1,
mentre la dipendenza dax2e non signi cativa. Prima di concluderee necessario vei care l'adegua-
tezza del modello esaminando i residui. Il gra co dei residustandardizzati, presentato in Fig. B3, si
ottiene facilmente:

> plot(mod$fitted.values, rstandard(mod))
> abline(h=0, Ity=2)

L'analisi del gra co non evidenzia nessun particolare prollema. Il test di normali sui residui;
> shapiro.test(rstandard(mod))

Shapiro-Wilk normality test

data: rstandard(mod)
W = 0.9654, p-value = 0.7331

non mette in luce problemi di sorta.
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Figura 3.4: Intervallo di con denza congiunto (ellisse), confrontato con gli intervalli di con denza
individuali (linee tratteggiate) per i predittori x1 e x2, nel caso dell'esempid—3]l2. Sono evidenziati
I'origine (cerchietto vuoto) e il punto corrispondente alla miglior stima dei coe cienti di regressione.

Gli intervalli di con denza che si possono costruire sui paametri di regressione a partire dalle stime
dei coe cienti e dei loro errori sono calcolati individualm ente. Per avere un intervallo di con denza
congiunto si pw usare la libreria ellipse, che non fa parte della distribuzione standard e deve essere
scaricata a parte. Con la libreria correttamente installata si procede nel modo seguente:

> library(ellipse) # si carica la libreria
> plot(ellipse(mod, c(2, 3)), type="I", xlim=c(0, 2.5))

La funzioneellipse produce un intervallo di con denza congiunto per i parametri 2 e 3 del modellomod.
La regione all'interno dell'ellissee l'intervallo di con denza congiunto al 95% per i due parametri. Per
valutare quanto esso di erisca dalla regione rettangolareindividuata dai due intervalli di con denza
individuali si usano le chiamate (Fig.[32):

t <- gt(0.975, 14) # valore critico di t a 14 gdl
cf <- mod$coeff # coefficienti del modello
er.cf <- summary(mod)$coeff[,2] # errori sui coefficient i
lim.I <- cf -t * er.cf

limu <- cf +t* er.cf

abline(v=c(lim.[[2], lim.u[2]), Ity=2)

abline(h=c(lim.I[3], lim.u[3]), Ity=2)

V VVVYVYVYV

E possibile aggiungere il punto (0, 0) e quello che individuda miglior stima dei coe cienti:

> points(0,0)
> points(cf[2], cf[3], pch=18)

Si osservi che le linee tratteggiate non sono tangenti alllisse, dato che le stime degli intervalli di
con denza sono fatte in modi di erenti (individuale e congi unta).

Dall'esame del gra co si nots che il cerchietto individuante 'origine si trova all'interno dell'inter-
vallo di con denza del predittore x2, poicte esso none statisticamente signi cativo. Dato che le zone
individuate dai due intervalli di con denza non coincidono, e possibile che si veri chi il caso in cui
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l'origine sia interna al rettangolo ed esterna all'ellisse In tale situazione i due test individuali dareb-
bero non signi cativit dei predittori, mentre il test con giunto giungerebbe alla conclusione opposta.
Il secondo risultatoe da preferire. Viceversae possile be l'origine sia interna all'ellisse, ma esterna al
rettangolo. Mentre il test congiuntoe in questo caso non sgni cativo, i due test individuali lo sono.
Anche in questo caso la conclusione del test globalee da pierirsi.

3.2.1 Test per l'eliminazione di un predittore

Per testare la possibilia di sempli care un modello eliminando uno o pu predittori che risultino non
statisticamente signi cativi si tta il modello ridotto e s i paragonano le devianze d'errore mediante
un test F.

Nel caso dell'Esempio 3R il predittorex2 risultava non signi cativo. Per vedere se e possibile
eliminarlo dal modello si tta il modello con il solo x1:

> modl <- Im(y ~ x1)
> summary(mod1)
[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 62.5694 4.4519 14.055 4.85e-10 ***
x1 1.2291 0.3058 4.019 0.00111 *

e si testa l'ipotesi nulla che il modello ristretto modl sia equivalente al modello completanod:

> anova(modl, mod)
Analysis of Variance Table

Model 1: y ~ x1
Model 2: y ~ x1 + x2
Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 15 2131.24
2 14 2101.29 1 29.95 0.1995 0.662

Dal test risulta che lipotesi nulla non pw essere riutat a, quindi il modello ristretto e altrettanto
valido di quello completo e la variabile x2 pw essere eliminata.

3.3 Trasformazione dei dati

Talvolta una trasformazione della variabile dipendente o i predittori migliora notevolmente il t di
un modello lineare e risolve problemi derivanti da violaziami delle assunzioni del modello.

3.3.1 Trasformazioni della variabile dipendente

Il metodo di Box-Coxe una tecnica per determinare quale siala trasformazione migliore da applicare
alla variabile dipendentey. Il suo funzionamentoe ristretto al caso in cui i valori di y siano positivi
e calcola la migliore trasformazionet (y), indicizzata dal parametro , all'interno della famiglia:

1
L= 60
t =
() ogy =0
Quindi = 0:5 corrisponde alla trasformazionet(y) = py, = 3 alla trasformazione t(y) = y3 e

=0 a t(y) = log y. Tramite la tecnica di Box-Coxe possibile calcolare il miglior valore di e il suo
intervallo di con denza, come nell'esempio seguente.
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Figura 3.5: Analisi dei residui per I'Esempiol333. A sinisra il gra co dei residui standardizzati contro
i valori ttati dal modello lineare evidenzia forti problem i di non linearie. A destra il corrispondente
gra co per il modello trasformato mostra che il problemae stato risolto dalla trasformazione t(y) = " V.

Esempio

Un nuovo centro commerciale inizia una campagna pubblicitaa per incrementare il numero dei suoi
clienti. 1l numero medio di visitatori per unia. di tempo vi ene monitorato per 20 settimane dopo
I'inizio della promozione. | dati sono quelli inseriti nei due vettori tempo e visitatori .

> tempo <- 1:20
> visitatori <- c(4,6,7,10,13,18,20,23,29,35,39,45,48, 60,67,77,79,87,100,109)

Per prima cosa si tta il modello lineare e si controllano i residui (a sinistra in Fig. B5):

> mod <- Im(visitatori ~ tempo)
> plot(mod$fitted, rstandard(mod))

Dall'analisi del gra co risulta evidente che vie un forte p roblema di non linearia. Tramite il metodo
di Box-Cox si pw tentare di stimare la miglior correzione da apportare ai dati. La chiamata:

> library(MASS) # caricamento della libreria MASS
> boxcox(visitatori ~ tempo, lambda=seq(0.3, 0.6, by=0.01 )

produce il gra co a sinistra in Fig. Sull'asse delle asisse, il cui range e densit di campionamento
possono essere impostati mediante I'opzionkambda, si leggono i valori del parametro . La miglior
trasformazione possibile corrisponde al valore per cui lawva ha il suo massimo. La libreriaMASS,
che mette a disposizione la funziondoxcox fa parte della distribuzione standard di R.

Dal gra co si pw leggere la stima della miglior trasformazione da applicare alla variabiley. Questa
stima viene fatta tramite il metodo di maximum likelihood, a ssumendo normalit. degli errori. Per
ulteriori dettagli sul procedimento si rimanda a [28, [59]. | risultato migliore e 0:45, ma per
ragioni di semplicia di interpretazione e pu opportun o scegliere il valore = 0:5 (trasformazione
radice quadrata), valore che cade sul margine destro delfitervallo di con denza.

Si tta quindi il modello trasformato e si analizzano i residui (a destra in Fig. BH):

> modl <- Im(sqrt(visitatori) ~ tempo)
> plot(mod1$fitted, rstandard(mod1))

Si nota che i problemi del modello precedente vengono risadltlalla trasformazione scelta. A destra in
Fig. B8 sono riportati i punti sperimentali e i due t.
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Figura 3.6: A sinistra: gra co della log-likelihood per la trasformazione di Box-Cox nel caso dell'E-
sempio[33L. Nel gra co di destra sono mostrati i dati spennentali (cerchi), il t lineare prima della
trasformazione (linea blu) e quello dopo la trasformaziond(y) = " y (linea rossa).

Il metodo di Box-Cox esplora solo una sottofamiglia di trasbrmazioni possibili sulla variabile
dipendente. Altre trasformazioni utili sono la trasformazione logit (log 1y—y), usata quando la variabile

dipendente e una proporzione o una percentuale, e la trasfonazione di Fisher (05 log H), usata
guando la variabile dipendente misura una correlazione.
3.4 Minimi quadrati generalizzati
Una delle assunzioni del modello lineare

y = X + n
e che siavar" = ?|. Questa ipotesi pw cadere o percte gli errori sono correiti fra loro oppure
percre la varianza none costante. Scrivendo var" = 2, la matrice esprime la relazione fra gli

errori. Nel caso di varianza non costante ed errori non corfati saa diagonale, mentre per errori
correlati avia anche elementi fuori diagonale diversi da zero.

Questi modelli lineari vengono trattati con la tecnica dei minimi quadrati generalizzati (Generalized
Least Squares, GLS) che minimizzano la quantit:

ey X )T Ny X))

La soluzione delle equazioni normalie ora:
N ( X T lX ) lX T ly

var = (XT 1x) t? (3.8)

Dato che si pw sempre scrivere = SST con S matrice triangolare (decomposizione di Choleski)
e (v X)STs Yy X)=(Sly SX)(Sly SX)
ciee la regressione GLSe equivalente a regredir&s *X contro S ly. Infatti:
Sly=s X +s ™ 1 yl=xO%+"0
conduce a una nuova regressione lineare. Esaminando la vaniza dei nuovi errori"° si ottiene:
var"®=var (S )= S ‘(var")s T=85 ' ?ss's T= ?

e quindi, per il modello trasformato, le ipotesi sugli erroii sono soddisfatte.
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3.4.1 Minimi quadrati pesati

Se gli errori sono scorrelati, ma la varianza none uniforme(eteroschedasticif), la matrice e dia-
gonale. Se la sua formae nota o calcolabile dai dati si utizza la tecnica dei minimi quadrati pesati
(Weighted Least Squares, WLS). Si ha quindi = diag(1l =wi;:::; 1=w,) dove gli elementi w; sono
detti pesi.

Esempio

Si vuole valutare se la resa di una coltivazione (in una oppduna unit di misura) dipenda linearmente
dalla piovosia mensile (in mm). Ai ni dell'esperimento i | campo viene diviso in 5 sottoparcelle;
mensilmente si valuta la resa di ognuna di esse. L'esperim@mviene portato avanti per 10 mesi.

Si inizia l'analisi inserendo i dati relativi alla resa mensle delle sottoparcelle e delle piovosia
mensili:

resal <- c¢(85, 124, 104, 116, 136, 116, 97, 127, 120, 111)
resa2 <- c¢(88, 127, 104, 112, 138, 116, 121, 130, 114, 111)
resa3 <- c¢(87, 129, 106, 111, 128, 103, 96, 124, 122, 121)
resad4 <- ¢(89, 123, 111, 110, 131, 112, 105, 146, 128, 111)
resab <- ¢(89, 126, 103, 112, 138, 113, 112, 117, 117, 103)
resa <- c(resal, resa2, resa3, resa4, resab)

pioggia <- ¢(77, 110, 97, 90, 114, 107, 83, 108, 101, 98)

p <- rep(pioggia, 5)

gruppo <- gl(10, 1, 50) # fattore che distingue i vari mesi

VVVVVYVYVYVYV

La funzione gl viene usata per creare una variabile categoriale, o fattoreEssa accetta tre argomenti:
il numero n di livelli (o categorie) del fattore, il numero k di repliche di ogni categoria e la lunghezza
totale del vettore da creare. Se non altrimenti speci cato, il terzo argomentoe assunto di default
uguale an k. Nell'esempio in questione il vettoregruppoe di lunghezza 50, con i primi 10 elementi

per 5 volte no a riempire il vettore.
Come primo passo si testa il modello lineare:

> mod <- Im(resa ~ p)
> plot(mod$fitted, rstandard(mod))

Il gra co dei residui (a sinistra in Fig. £&Z] mostra evidenti problemi di eteroschedasticia.. Per tentare
di risolverli si pw ttare il modello WLS, dove i pesi sono g li inversi delle varianze mensili delle rese
dei campi.

> var.m <- tapply(resa, gruppo, var) # varianze mensili
> var.m
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
28 57 103 52 20.2 285 110.7 115.7 28.2 40.8
> modl <- Im(resa ~ p, weights=rep(var.m, 5)*-1)
> plot(mod1$fitted, rstandard(mod1l))

L'opzione weights permette di speci care il peso da assegnare all'osservazie corrispondente. Si noti
che essendo il vettorevar:m di dimensione 10e necessario usare la funzionep(var:m; 5) per render-
lo della lunghezza necessaria. Il gra co dei residui (a desa in Fig. B) mostra che il problema di
eteroschedasticifie stato risolto. Il suo particolare aspetto, in cui si notano degli andamenti caratte-
ristici, lascia comunque dei dubbi sulla piani cazione del'esperimento. Probabilmente l'introduzione
di qualche altra variabile (ad esempio la temperatura) avréobe migliorato il modello lineare.

La signi cativiee del modello si controlla con la chiamata usuale:

> summary(mod1)

[.]
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Figura 3.7: Analisi dei residui per I'Esempio[ZZ. A sinisra il gra co dei residui standardizzati
contro i valori ttati dal modello lineare evidenzia forti p roblemi di eteroschedasticia. A destra il
corrispondente gra co per il modello WLS trasformato mostra che questo problemae stato risolto.

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 3.20830 5.71739 0.561 0.577
p 1.12229 0.06146 18.260 <2e-16 ***

Si conclude che la dipendenza della produttivia dalla piovosiae molto altamente signi cativa.

Nell'esempio appena trattato i pesi da utilizzare possono &sere calcolati direttamente dai dati. Se
non si hanno repliche delle osservazioni il procedimentoéattuabile e il problema di eteroschedasticia
pw essere risolto esattamente solo avendo ulteriori infamazioni su come sono stati raccolti i dati.
Un esempio classicoe una regressione di una variabile dipdente y su un predittore x in cui i valori
di y; sono le medie calcolate su un gruppo di numerositn;. Se i valori di nj non sono tutti uguali
e si suppone che i gruppi abbiano tutti la stessa varianza ? si ha: vary; =var "; = 2=n;. Questo
problema di eteroschedasticia si risolve facilmente utlizzando i pesiw; = n;, ma se l'informazione
sui valori di nj non viene fornita assieme ai valori dix ey la correzione non pw essere e ettuata.

Talvolta I'andamento di var "; none noto esattamente ma si pw supporre che sia legato a ua dei
predittori da una legge a potenza:

var" / x]-t

Nell'esempio seguentee mostrato come trattare un caso dejenere inR.

Esempio

Un impianto chimico pw funzionare a diverse pressioni fra5 e 20 atm. Per veri care se la produttivia
dell'impianto varia in modo lineare aumentando la pressior di esercizio, si raccolgono i dati inseriti
nei vettori atm e produzione:

atm <- seq(5, 20 by=0.25)

produzione <- c(178.54, 183.44, 181.09, 194.97, 186.33, 1 91.28, 189.99, 194.46,
201.42, 203.67, 221.62, 206.44, 192.92, 207.17, 202.55, 2 01.41, 219.50, 230.64,
230.59, 212.51, 219.17, 218.21, 221.04, 225.08, 230.32, 2 29.03, 227.89, 239.62,
240.09, 237.06, 218.57, 260.34, 262.56, 233.37, 252.79, 2 47.29, 248.73, 235.98,
268.43, 256.59, 256.60, 271.11, 271.71, 253.46, 239.39, 2 63.35, 237.68, 292.69,
264.90, 276.33, 269.23, 284.59, 257.04, 238.85, 212.92, 2 24.00, 295.38, 255.40,

+ 4+ + + + VvV V
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Figura 3.8: Regressione lineare (linea blu) e WLS (linea ras) nel caso dellEsempi@3411.

+ 271.55, 285.69, 255.92)

Dall'osservazione del gra co dei dati in Fig.[39 si nota chda produzione tende a variare maggiormente
per valori di pressione elevati. Si pw quindi supporre chevalga una relazione del tipo:

var" / atm®: (3.9
Si inizia lI'analisi con il test del modello lineare standard

> mod <- Im(produzione ~ atm)
> summary(mod)
[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 161.7674 6.2589 25.85 <2e-16 ***
atm 5.7871 0.4723 12.25 <2e-16 ***

Residual standard error: 16.24 on 59 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.7179, Adjusted R-squared: 0.7131
F-statistic: 150.1 on 1 and 59 DF, p-value: < 2.2e-16

Il gra co dei residui (a sinistra in Fig. §&I0) mette in luce il problema di eteroschedasticit.. Per tentare
di risolverlo si pw usare la funzione gls della libreria nime (parte della distribuzione standard di R):

> library(nlme)
> modl <- gls(produzione ~ atm, weights=varPower(form= ~ at m))

La funzione accetta diversi argomenti: oltre al modello da ttaree possibile speci care, come in questo
caso, dei pesi (opzionaveights) secondo alcuni schemi prede niti. La funzionevarP ower(form =
atm) richiede che i pesi siano una potenza della variabilatm; I'algoritmo si incarica di determinare
il miglior valore dell'esponente della legge a potenza. Dat la scelta interna dell'algoritmo il numero
fornito come stima va moltiplicato per 2 per essere conformall'Eq.(BE3). Il t del modello si esamina
con la consueta chiamata:
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Figura 3.9: Gra co dei dati dellEsempio BZ. Sono mostrdi il t lineare non pesato (linea blu) e
guello pesato (linea rossa).

> summary(modl)
Generalized least squares fit by REML
Model: produzione ~ atm
Data: NULL
AIC BIC logLik
490.5844 498.8945 -241.2922

Variance function:
Structure: Power of variance covariate
Formula: ~atm
Parameter estimates:
power
1.349463

Coefficients:

Value Std.Error t-value p-value
(Intercept) 148.86059 3.273481 45.47471 0
atm 6.94886 0.369461 18.80808 0

[...]
Residual standard error: 0.4758102
Degrees of freedom: 61 total; 59 residual

Il ricco output fornisce molte informazioni: dapprima una parte informativa sulla tecnica di t utiliz-
zata (di default la funzione utilizza la tecnica di \REstric ted Maximum Likelihood" o REML), quindi
viene data la stima dell'esponente della legge a potenza (iquesto caso 2 1:349463 2:7). In ne vi
e la parte sui coe cienti e la loro signi cativia. Si nota che il coe ciente del predittore atm cambia
sensibilmente passando da un modello all'altro. Come testnale, il gra co dei residui per il modello
pesato (a destra in Fig.[3ID) evidenzia che il problema di eroschedasticia del modello non pesato
e stato risolto dalla tecnica GLS.
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Figura 3.10: Analisi dei residui per I'Esempio[3ZIl. A sinstra il gra co dei residui standardizza-
ti contro i valori ttati dal modello lineare evidenzia prob lemi di eteroschedasticia. A destra il
corrispondente gra co per il modello GLS mostra che il probema pw essere risolto da questa tecnica.

3.5 Autocorrelazione e serie temporali

I metodi di regressione discussi in precedenza assumono ofiesia indipendenza fra i residui. Se questa
condizione none soddisfatta il rischioe quello di avere wna stima fortemente distorta (per eccesso o per
difetto) degli errori sui parametri di regressione. Per coreggere questo andamentoe possibile ricorrere
a tecniche che permettono di avere una stima corretta delle ariabili di regressione, speci cando un
preciso schema di correlazione fra le varie rilevazioni.

Il principale e etto di dipendenzae dovuto a correlazioni spaziali o temporali fra le varie osser-
vazioni. Ad esempio fenomeni climatici o economici di solid presentano dipendenza temporale, nel
senso che il presente dipende dal passato, mentre in uno stiedagrarioe facile che vi sia dipendenza
spaziale nel senso che parcelle vicine tendono ad assomagti ai ni dell'esperimento. Nel seguito si
tratteranno esclusivamente casi di dipendenza temporalePer ulteriori dettagli sull'argomento e sulle
problematiche connesse si rimanda alla vasta letteratura iponibile, ad esempio[[T2[~49].

Il modello che si assumee:

y= X +°

dove si suppone che sia:
" N(0;)

con , matrice di covarianza d'errore, simmetrica e semide nita positiva. Nel caso di regressione
ordinaria essa coincide con la matrice identica; nel caso diegressione pesata trattata in Sed 314 ha
elementi fuori diagonale nulli e elementi diversi sulla digonale principale. Nel caso pu generale che
interessa in questa sezione si suppone che gli elementi fudiagonale siano a loro volta non nulli. Nel
caso in cui la forma di sia nota il problema di determinare le stime " dei parametri di regressione
e facilmente risolto con le tecniche presentate in precedeza (GLS). Ovviamente questo none quasi
mai il caso e si pone il problema di determinare, a partire dadati, anche gli elementi della matrice di
covarianza d'errore. Per ridurre la complessiti del probkema (gli elementi di da stimare sono ben
n(n 1)=2)e indispensabile introdurre delle sempli cazioni che vincolano la struttura di

3.5.1 Varie forme di autocorrelazione

La stima GLS pw essere e ettuata assumendo un modello speéco di dipendenza fra i residui. |l
modello pu semplice, chiamato modello autoregressivo dritardo (o lag) 1, o AR(1), presuppone che
valgano le seguenti ipotesi:
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1. gli n valori della variabile dipendente y; sono misurati a intervalli costanti;
2. | residui del modello sono legati fra loro dalla sempliceegola autoregressiva:
R T

dove N (0; 2)e una componente di \rumore bianco" e e il coe ciente di autoregressione
che lega una osservazione alla precedente.

Ovviamente di solito il valore di none noto. Una sua stima campionaria "pw essere ottenuta
nel modo seguente. Sid "l residuo i-esimo ottenuto dal t del modello lineare atto a descrivereil
fenomeno; si ha:

A O
Co
dove c; e ¢y sono le due autocovarianze de nite come:
X
Cp = 1 w2
I
n 1 i=1
1 l/
L = e N1

Modelli autoregressivi di ordine pu alto si ottengono per generalizzazione del modello AR(1). Ad
esempio il modello autoregressivo di ritardo 2, o0 AR(2),e:

Y=ot 2" 2+ i
In alternativae possibile avere schemi a media mobile (moing-average o MA). Lo schema MA(1)
e de nito come:

P = i1t

ciee i residui di regressione dipendono dagli errori casua Schemi MA di ordine pu elevato si
ottengono con ovvia generalizzazione.

In nee possibile combinare gli schemi AR e MA in uno schema ARMA. Ad esempio il processo
autoregressivo ARMA(1, 1)e de nito da:

i= i1t i1t

La scelta del modello di autocorrelazione da adottare, olte che discendere da una analisi dei dati,
dovrebbe essere sempre guidata dal giudizio e dalla competza dello sperimentatore.

3.5.2 Determinare l'esistenza di autocorrelazione

Per veri care se una autocorrelazione sia 0 meno signi catiae possibile ricorrere a vari metodi. I
pu semplice di tutti, valido per campioni su cientemente grandi (n ' 100) si basa sul fatto che la
autocorrelazione in una serie din variabili indipendenti di eguale varianzae approssimativamente
normale con media O e deviazione standard % Quindi si considera signi cativa a livello = 0:05
un'autocorrelazione maggiore in modulo di 196=" n.
Un test pu accuratoe dovuto a Durbin-Watson, che de nisc e, per ogni valore di lagh, la statistica:
P n (n. n )2
i=hg i I h
Pi—s
i=1 i

Dh:

la cui distribuzionee molto complessa e dipende dalla strttura della matrice X dei predittori. Per
grandi campioni si haDy, ' 2(1 ) quindi D = 2e indice di assenza di autocorrelazione,D <
2 autocorrelazione positiva eD > 2 autocorrelazione negativa. Per avere una stima valida dé&
signi cativitn del teste opportuno a darsi a metodi boot strap, che permettono di valutare il valore
P nel modo pu corretto a seconda della forma diX .
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YEAR TEMP YEAR TEMP YEAR TEMP YEAR TEMP
1880 -0.31 1907 -0.35 1934 -0.02 1961 0.11
1881 -0.27 1908 -0.34 1935 -0.06 1962 0.10
1882 -0.31 1909 -0.25 1936 -0.02 1963 0.11
1883 -0.39 1910 -0.25 1937 0.10 1964 -0.15
1884 -0.48 1911 -0.30 1938 0.14 1965 -0.12
1885 -0.41 1912 -0.21 1939 0.04 1966 -0.02
1886 -0.32 1913 -0.21 1940 0.04 1967 -0.04
1887 -0.43 1914 -0.09 1941 0.07 1968 -0.08
1888 -0.37 1915 0.00 1942 0.01 1969 0.08
1889 -0.22 1916 -0.21 1943 0.00 1970 0.05
1890 -0.45 1917 -0.40 1944 0.15 1971 -0.10
1891 -0.38 1918 -0.29 1945 0.06 1972 0.02
1892 -0.40 1919 -0.16 1946 -0.08 1973 0.15
1893 -0.43 1920 -0.17 1947 -0.05 1974 -0.11
1894 -0.35 1921 -0.12 1948 -0.06 1975 -0.08
1895 -0.29 1922 -0.20 1949 -0.06 1976 -0.21
1896 -0.10 1923 -0.18 1950 -0.13 1977 0.10
1897 -0.08 1924 -0.19 1951 -0.02 1978 0.03
1898 -0.27 1925 -0.12 1952 0.070 1979 0.12
1899 -0.12 1926 0.07 1953 0.111 1980 0.18
1900 0.01 1927 -0.04 1954 -0.132 1981 0.24
1901 -0.08 1928 -0.05 1955 -0.143 1982 0.09
1902 -0.17 1929 -0.22 1956 -0.234 1983 0.31
1903 -0.30 1930 -0.03 1957 0.075 1984 0.10
1904 -0.39 1931 0.05 1958 0.126 1985 0.07
1905 -0.25 1932 -0.01 1959 0.057 1986 0.16
1906 -0.15 1933 -0.11 1960 0.008 1987 0.33

Tabella 3.1: Temperature medie rilevate nell'emisfero nod nel corso degli anni 1880-1987. Le tempe-
rature, in gradi centigradi, sono espresse come di erenzaispetto alla media sul periodo complessivo
di 108 anni (P.D. Jones, Journal of Climatology 1:654{660, 988).

Esempio

Nel tentativo di veri care l'entib dell'e etto di riscal damento globale dovuto all'e etto serra, sono
stati raccolti i dati di temperatura media annuale dell'emisfero nord. Ci si chiede se i dati in questione
supportino la conclusione che la temperatura media sta le@mente aumentando e, in questo caso, quale
sia un intervallo di con denza per tale aumento (i dati sono tratti da Jones, Journal of Climatology
1:654{660, 1988).

Come primo approccio si tta il modello lineare:

> mod <- IN(TEMP ~ YEAR, data=temp)
> summary(mod)

[.]

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -8.7867143 0.6795784 -12.93 <2e-16 ***
YEAR 0.0044936 0.0003514 12.79 <2e-16 ***

Residual standard error: 0.1139 on 106 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6067, Adjusted R-squared: 0.603
F-statistic: 163.5 on 1 and 106 DF, p-value: < 2.2e-16
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il quale evidenzia un e etto altamente signi cativo di aume nto medio della temperatura. Un intervallo
di con denza dell'aumento secolare della temperatura medi si pw ottenere usando la funzioneconfint
nel modo seguente:

> confint(mod, 2)*100
25 % 97.5 %
YEAR 0.3796858 0.5190347

dove il secondo argomento speci ca che si vuole l'intervadl di con denza solo sul secondo coe ciente
di regressione. Si conclude che a livello 95% l'aumento sdace della temperatura mediae compreso
nell'intervallo [0.38 - 0.52].

E a questo punto necessario veri care le ipotesi del modelldineare, in particolare I'indipendenza
dei residui. Un modo veloce per farloe esaminare il gra co d autocorrelazione parziale (Fig.[3TIL):

> pacf(mod$residuals, lag=10)

da cui si deduce la presenza di un processo AR(1), dato che sal picco in co'5ris_pondenza del lag 1
esce dalla banda che indica la signi cativia che ha per estemi i valori 1:96= 108.

Per veri care precisamente la signi cativia dei vari coe cienti di correlazione parziale e pos-
sibile far uso del test di Durbin-Watson, disponibile nella libreria car. Ad esempio per testare la
signi cativitn dei primi tre coe cienti si eseguono le chi amate:

> library(car)
> durbin.watson(mod, 3)
lag Autocorrelation D-W Statistic p-value

1 0.4524824 1.068734  0.000
2 0.1334321 1.703465 0.144
3 0.0911412 1.784866  0.290

Alternative hypothesis: rho[lag] '= 0

Il calcolo dei valori P dei tre test sono ottenuti tramite simulazione bootstrap. S ha quindi conferma
del fatto che solo il primo coe cientee signi cativo, face ndo propendere per un modello AR(1).

Per tener conto della struttura di autocorrelazione nel t d el modello lineare si pw far uso della
funzione gls della libreria nime, come nell'esempio seguente:

> library(nlme)
> modl <- gIs(TEMP ~ YEAR, data=temp, correlation=corAR1() , method="ML")
> summary(mod1)
Generalized least squares fit by maximum likelihood

Model: TEMP ~ YEAR

Data: temp

AlC BIC logLik
-182.1309 -171.4024 95.06546

Correlation Structure: AR(1)
Formula: ~1
Parameter estimate(s):
Phi
0.4606963

Coefficients:

Value Std.Error t-value p-value
(Intercept) -8.917303 1.0936560 -8.153663 0
YEAR 0.004562 0.0005656 8.066375 0

[...]
Residual standard error: 0.1129289

Degrees of freedom: 108 total; 106 residual
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Figura 3.11: Autocorrelazione parziale per i dati relativi al riscaldamento glo_bale. Le linee trat-
teggiate indicano gli estremi dell'intervallo di signi cativia posti a  1:96= 108. Solo il dato di
autocorrelazione corrispondente al primo lag esce dalla lmala individuata e risulta quindi signi cativo.

L'opzione correlation = corAR1() speci ca che gli errori non devono essere considerati @ipendenti,
ma devono adattarsi a un modello autoregressivo con un passti sfasamento. L'algoritmo valuta
quindi, mediante una procedura di maximum likelihood, oltre ai parametri di t, anche il parametro
di correlazione AR(1) che meglio si adatta ai dati. Tale valae, chiamato Phi, viene riportato in
output: nel caso in questione vale circa 0.46.

Dalla tabella dei parametri di regressione si osserva che doe ciente di regressione non varia par-
ticolarmente (passando da 0.00449 trascurando la correzzmie per autocorrelazione a 0.00456 conside-
rando gli e etti della correlazione fra i residui), mentre aumenta la stima dell'errore su tale coe ciente
(da 0.00035 a 0.00057). Questo andamentoe tipico in presea di autocorrelazione positiva.

L'intervallo di con denza per I'aumento secolare di temperatura, depurato dall'e etto di autocor-
relazione, si ottiene quindi con la chiamata:

> intervals(mod1)
Approximate 95% confidence intervals

Coefficients:

lower est. upper

(Intercept) -11.085582196 -8.917302721 -6.749023246
YEAR 0.003440738 0.004562015 0.005683292
attr(,"label")
[1] "Coefficients:"
Correlation structure:

lower est. upper
Phi 0.2766892 0.4606963 0.6121148

attr(,"label")
[1] "Correlation structure:"

Residual standard error:
lower est. upper
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0.09572005 0.11292887 0.13323155

Quindi, corretto I'e etto di correlazione fra i residui, a | ivello 95% l'aumento secolare della temperatura
mediae compreso nell'intervallo [0.34 - 0.57].

3.6 Regressione non parametrica
Talvolta non sie in grado di stabilire la relazione funzionale

y=f(x)

che lega la variabile dipendentey al predittore x. In tali situazioni si pwo ricorrere a tecniche non
parametriche in cui none necessario speci care la forma fazionale dif . L'idea che sta alla base delle
tecniche di regressione non parametrichee quella di sogtiire alla retta di regressione o una media
locale dei valori della variabile dipendente (kernel smodting) o un lisciamento di una moltitudine di
rette di regressione costruite in corrispondenza di ogni Vare di x (LOWESS). In questo secondo caso,
in corrispondenza di ognix; si considera un intervallo di dimensione ssata e si costrisce la retta di
regressione per quei punti. Il risultato nalee il lisciam ento di tutte queste rette.

3.6.1 Kernel smoothing

In Re possibile far uso di varie funzioni di regressione non pametrica, la pu classica fra essee
ksmooth. L'idea di base della tecnica di kernel smoothinge quella d de nire uno stimatore di f (x)
come una media pesata locale dei valori dy:

X
fx)= wix)y

i=1

pesi tramite una funzione di densit (il kernel K'), che dipende da un parametro di scala (bandwidth)
mediante il quale si controlla la grandezza dei pesi. In alte parole la tecnica dei kernel smoothing
plwo essere vista come un t locale di una costante alla seriali dati.
Nel caso di regressione semplice si fa uso dello stimatore Miadaraya-Watson, che de nisce la
sequenza di pesi come:
X5 K Mx x)

(v = p
W; (X) - jn:]_ K (h l(X X; ))

dove il parametro he la bandwidth. Selezionando una bandwidth piccola si da inportanza solo ai
valori di x vicini a X;, con I'e etto di evidenziare le irregolarit. della serie di punti, mentre con una
bandwidth grande si ha un eccessivo lisciamento dello stimare. Una scelta appropriata di h mette
in evidenza lI'andamento fondamentale della funzione, semzintrodurre troppo rumore.

La funzione ksmooth, oltre ai valori di x ey da utilizzare accetta in input le opzioni kernel,
che permette di scegliere il tipo di kernel di lisciamento ebandwidth. Il suo utilizzo e presentato
nell'esempio seguente.

Esempio

Il dataset standard cars riporta le misurazioni degli spazi di frenata dist (in piedi) di 50 vetture in
funzione della loro velocit speed(in miglia all'ora). E possibile ttare una regressione non parametrica
con le chiamate:

> data(cars)

> attach(cars)

> plot(speed, dist)

> lines(ksmooth(speed, dist, "normal”, bandwidth=2), col =2)
> lines(ksmooth(speed, dist, "normal”, bandwidth=5), col =3)
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Figura 3.12: Regressioni non parametriche con stimatore kael smoothing.

Le due curve di Fig.[3T2 sono state realizzate usando lo stes kernel gaussiano (opzione \normal"),
ma con larghezze di banda di erenti. La curva verde, relatiwa alla larghezza di banda maggiore, risulta
ovviamente pu liscia.
In alternativa alla funzione ksmoothe possibile utilizzare le funzioni disponibili nella libr eria ag-
giuntiva KernSmooth, le quali consentono fra I'altro di ottenere una stima dellabandwidth ottimale.
Nello speci coe possibile avvalersi della funzionedpill per la stima della bandwith e della funzione
locpoly per ttare lo stimatore. Nel caso dell'esempio in questionesi ha:

> library(KernSmooth)

> h <- dpill(speed, dist) # bandwidth ottimale

> h

[1] 2.027674

> lines(locpoly(speed, dist, degree=0, bandwidth=h))

Come nota conclusiva si pwo osservare che la tecnica prestta pwo essere vista come un sottocaso
della pu generale metodica di t mediante polinomi locali di grado superiore a 0.

3.6.2 Algoritmo di lisciamento LOWESS

La limitazione della tecnica appena presentatae che non penette di ottenere nessuna inferenza dal
modello ttato. Tecniche pu robuste e moderne consentonodi avere, oltre ai valori ttati dal modello
non parametrico, anche l'informazione sull'errore standad da attribuire a tali valori. In particolare in
R e disponibile la funzione loess[I4], discendente della funzionéowess che implementava I'algoritmo
di lisciamento LOWESS [13]. Questa funzione fa uso di un t pdinomiale locale (con grado dei
polinomi no al secondo), accetta pu di un predittore e per mette di regolare il livello di lisciamento
con l'opzione span. Se il valore di spane inferiore a 1 tale parametro e interpretabile come la
proporzione di punti che viene usata nei t locali. In mancanza di specicazioni di erenti da parte
dell'utente esso assume valore di default pari a 0.75.

Si pw applicare l'algoritmo loess con polinomi di primo e di secondo grado (usando I'opzione
degreé ai dati relativi agli spazi di frenata delle 50 vetture considerate precedentemente:

> mod <- loess(dist ~ speed, data=cars, degree=1)
> mod2 <- loess(dist ~ speed, data=cars, degree=2)
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Figura 3.13: Regressioni non parametriche con algoritmo less.

plot(speed, dist)

lines(mod$x, mods$fitted, col=2)

lines(mod2$x, mod2$fitted, col=3)

legend(5,100, c("loess grado = 1", "loess grado = 2"), col= c(2,3), Ity=1)

V V V V

| risultati dei due t sono in Fig. 3] Una volta ttati i mod elli, la funzione predict pw quindi
essere usata per ottenere le stime degli errori standard swalori predetti:

> predict(mod2, se = TRUE)

$fit

[1] 5.893767 5.893767 12.567960 12.567960 15.369183 18.42 5712 21.828039
[...]

$se.fit
[1] 9.883804 9.883804 4.976453 4.976453 4.515801 4.316362 4.030120 4.030120
[.]

3.6.3 Modelli additivi generali

Si supponga di misurare su un campione da oggetti una variabile di rispostay er variabili esplicative

X
yi= ot HXg)+ "o =10 (3.10)

dovef; sono funzioni di smoothing univariate e"; i termini d'errore con E["]=0e Var(")= 2. Per
e ettuare test d'ipotesie necessario postulare anche la mrmalitt dei termini d'errore: " N (0; 2).
Solitamente si assume:

Elfj(x;)]=0

per evitare di avere costanti libere in ogni funzione.
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Per stimare le funzionif; si espande ognuna di esse su una base di funzioni di smodgh (x) note
(tipicamente funzioni spline):

X1 X
Yi= ot wbik(Xig) + o+ rk B (Xir ) + 7
k=1 k=1
L'operazione risulta valida a patto che i numeri K; di nodi utilizzati per le varie espansioni siano
su cientemente grandi. Le uniche incognite in questa formulazione sono solo parametri.

In de nitiva si pw vedere il modello additivo generale come una generalizzazione di un modello
di regressione multipla senza interazione tra i predittori Tra i vantaggi di questo approccio, oltre a
una maggiore essibilit rispetto al modello lineare, va citato il buon rate di convergenza algoritmico
anche per problemi con molte variabili esplicative. |l maggor difetto risiede nella complessia del
metodo di stima dei parametri. A tal ne infatti viene solita mente impiegato un agoritmo iterativo
di back tting, per i cui dettagli si rimanda ad esempio al[31].

In Re possibile ttare modelli additivi generali facendo uso della funzione gam implementata in
due versioni { in realt piuttosto di erenti come principi  di funzionamento { nelle librerie aggiuntive
gam e mgcv. Nel seguito viene impiegata questa seconda versione { dotai Simon N. Wood { i cui
dettagli di implementazione e le tecniche generali di funz’inamento sono ampliamente descritte in
[6d].

Le funzioni di smooth impiegate nella libreria mgcv sono funzioni spline, con la possibilia di
speci care di erenti basi con diverse caratteristiche di ecienza statistica e algoritmica (si veda la
pagina di manuale della funziones per una descrizione delle funzioni di smooth disponibili). Tra le
caratteristiche principali delle funzioni implementate vie la selezione automatica dei parametri di
smooth, ossia del grado di smoothing da applicare a ogni terme. Nel caso di spline questo si traduce
nella speci cazione del numero di gradi di liberan e ettiv i da attribuire a ogni funzione di smooth.

Le stime dei parametri non sono eseguite mediante back ttig, ma mediante minimizzazione di
una funzione di likelihood penalizzata; si somma al logarino della funzione di likelihood cambiato di
segno una penalit per ogni funzione di smooth, che ne disitentivi le oscillazioni evitando problemi di
over tting. Per controllare il bilancio tra i due addendiin gioco, ogni penaliaie moltiplicata per i gradi
di libera attribuiti alla corrispondente funzione di smo oth (si veda [61] per una descrizione matematica
accurata). La stima dei parametri di smooth avviene o minimizzando il criterio Generalized Cross
Validation (GCV):

nD

(n f)2
0 minimizzando il criterio Un-Biased Risk Estimator (UBRE) :
D . 2 2f 5

n n

con D la devianza del modello,f il numero di gradi di libera e ettivi del modello e 2 il parametro
di scala. Si osservi che il secondo criterioe utilizzabilesolamente con noto.

Oltre al classico approccio frequentistico, le cui assunani in questo ambito sono spesso non ri-
spettate,e disponibile un approccio Bayesiano al calcolalegli intervalli di credibilig, particolarmente
utile qualora si vogliano ottenere delle stime dal modello.

Esempio

Per studiare il funzionamento delle funzioni descritte sopa si fa uso del datasetstackloss disponibile
nella libreria MASS. Al suo interno sono riportati i dati ott enuti da 21 giorni di funzionamento di
un impianto che ossida ammoniaca per ottenere acido nitrico La variabile di risposta stack:loss
e la percentuale di ammoniaca che sfugge senza venire asbiia; le tre variabili esplicative sono
Air:Flow usso dell'aria di ra reddamento, W ater: T emp la temperatura dell'acqua di ra reddamento
dell'impianto, Acid:Conc: la concentrazione dell'acido circolante nell'impianto.

Sivuole paragonare il modello lineare con un modello additio. L'analisi inizia caricando il dataset,
la libreria mgcv e ttando il modello lineare a tre predittori:
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\Y

library(MASS)
data(stackloss)
library(mgcv)

VvV Vv

> mod <- Im(stack.loss ~ Air.Flow + Water.Temp + Acid.Conc., data=stackloss)
> summary(mod)
[...]
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -39.9197 11.8960 -3.356 0.00375 **
Air.Flow 0.7156 0.1349 5.307 5.8e-05 ***
Water.Temp 1.2953 0.3680 3.520 0.00263 **
Acid.Conc.  -0.1521 0.1563 -0.973 0.34405

Residual standard error: 3.243 on 17 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9136, Adjusted R-squared: 0.8983
F-statistic: 59.9 on 3 and 17 DF, p-value: 3.016e-09

L'analisi dei residui del modello (non riportata) non mette in luce problemi particolarmente evidenti.
Si conclude quindi che il modello ben si adatta alla situazioe reale, con un valore diR? molto elevato.
Il t del modello additivo generale si e ettua con la seguente chiamata:

> mod.gam <- gam(stack.loss ~ s(Air.Flow, k=7) +
+ s(Water.Temp, k=7) + s(Acid.Conc., k=7), data=stackloss )

La funzione gam ha un funzionamento simile a quello dilm; i predittori vengono passati alla funzione
s e I'opzionek serve a speci care il numero di nodi nel calcolo delle splinell valore k 1 rappresenta il
numero massimo di gradi di libera e ettivi attribuibilia  ogni spline; va quindi controllato in output
che il valore di k speci cato sia abbastanza maggiore del numero di gradi di berf attribuiti alla
corrispondente spline, altrimenti le stime possono essengarecchio distorte. Nell'esempio in questione
per tutte e tre le spline si sceglie un numero di nodi pari a 7. loutput del modello si esamina con la
chiamata:

> summary(mod.gam)

Family: gaussian
Link function: identity
[...]
Parametric coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 17.524 0.613 28.59 8.66e-15 ***
Approximate significance of smooth terms:

edf Est.rank F p-value
s(Air.Flow) 1.000 1 19.073 0.000518 ***
s(Water.Temp) 2.565 6 4.746 0.006308 **
s(Acid.Conc.) 1.000 1 1.097 0.311034

R-sqg.(adj) = 0.924  Deviance explained = 94.1%
GCV score = 10.735 Scale est. = 7.8899 n=21

In questo caso si hanno due tabelle di signi cativigi: la prima per i coe cienti parametrici (in questo
caso solo l'intercetta), la seconda per i termini di smooth. Da questa seconda tabella si nota che i
gradi di libera e ettivi ( ed in tabella) della prima e della terza variabile sono entramb 1, il chee
una chiara spia del fatto che per questi termini niente si gudagna introducendo un trattamento di
smoothing e che ben sono descritti da una relazione linear&Si pw quindi ttare un secondo modello
che utilizza un trattamento non parametrico della sola secada variabile esplicativa:
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Figura 3.14: La funzione di smooth della variabile Water:Temp. Le linee trattegiate delimitano
I'intervallo di con denza della funzione di smooth al 95%.

> mod.gam2 <- gam(stack.loss ~ Air.Flow + s(Water.Temp, k=7 ) + Acid.Conc.,
+ data=stackloss)
> summary(mod.gam?2)
[...]
Parametric coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -5.3904 11.7485 -0.459 0.652758
Air.Flow 0.5903 0.1352 4.367 0.000518 ***
Acid.Conc.  -0.1478 0.1411 -1.047 0.311034

Approximate significance of smooth terms:
edf Est.rank F p-value
s(Water.Temp) 2.565 6 4.746 0.00631 **

R-sg.(adj) = 0.924 Deviance explained = 94.1%
GCV score = 10.735 Scale est. = 7.8899 n=21

Il gra co della spline adattata alla variabile W ater:T emp (Fig. BZI4) si ottiene con la chiamata:
> plot(mod.gam?2)

L'andamento che si ottiene none comunque troppo lontano ddla linearit. Un confronto formale tra
il modello lineare e il modello additivo generale si pw e ettuare mediante funzione anova:

> anova(mod, mod.gam2)
Analysis of Variance Table

Model 1: stack.loss ~ Air.Flow + Water.Temp + Acid.Conc.

Model 2: stack.loss ~ Air.Flow + s(Water.Temp, k = 7) + Acid.C onc.
Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

1 17.0000 178.830

2 15.4345 121.777 1.5655 57.053 4.6192 0.03388 *
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Dall'analisi si conclude che la dierenza tra i due modelli e signicativa (P = 0:034): il modello
additivo si adatta meglio al set di dati del modello lineare.

3.6.4 Projection pursuit regression (PPR)

La tecnica di projection pursuit regression (PPR)e una forma modi cata di modello additivo generale,
che consente di trattare { seppur non esplicitamente { le interazioni tra le variabili esplicative. Il
modello PPR applica un modello additivo alle variabili proiettate in un sottospazio di dimensioneM
scelta dall'utente:

X
Vi= o+ g fC X))+ i=1;00n (3.11)
j=1
dove i vettori ; rappresentano le direzioni di proiezione. Le funzionif; sono dette ridge functions.
Oltre alla stima dei coe cienti I'algoritmo di t dova anc he calcolare leM direzioni migliori lungo
Ccui proiettare la matrice dei predittori.

In Re possibile ttre un modello PPR mediante la funzione ppr, la quale assume vettori di
lunghezza unitaria, tta un numero My di termini, quindi riduce il loro numero a M eliminando il
termine meno importante e ri ttando il modello. Sia M cheM 5« devono essere speci cati dall'utente.
Come nota di avvertimentoe bene tener presente che il risuhto nale che si ottiene pw di erire da
calcolatore a calcolatore, dato che I'algoritmoe particdarmente sensibile al compilatore utilizzato.

Esempio

Facendo uso del datasestackloss utilizzato nella Sec.[3G3B si adatta un modello PPR alla see di
dati. La sintassi di basee la seguente:

> mod.ppr <- ppr(stack.loss ~ Air.Flow + Water.Temp + Acid.C  onc.,
+ data=stackloss, nterms=2, max.terms=8, sm.method="gcv ")

le opzioninterms e max:terms e servono per speci care rispettivamente i valori diM cheM . Una
tecnica standard per scegliere questi valori consiste nellspeci care un alto valore per max:terms e
impostare nterms = 2; si controlla quindi dalle tabelle in output quale sia e e ttivamente il valore di

M migliore e si ri tta il modello modi cando di conseguenza il valore nterms. L'opzione sm:method
serve per speci care il metodo di smoothing. L'opzione stadard sm.method="supsmt" implementa
il super smoother di Friedman (si veda [59] per i dettagli), mentre le opzioni sm.method="spline" e
sm.method="gcvspline" utilizzano delle funzioni spline con un numero ssato di nod o con un numero
di nodi scelto automaticamente dalla funzione mediante ctierio GCV. Nell'esempio in questione si
adotta proprio questo criterio.

L'output della funzionee il seguente:

> summary(mod.ppr)

[..]

Goodness of fit:
2terms 3terms 4 terms 5 terms 6 terms 7 terms 8 terms
0.7917983 0.8455534 0.8544320 0.8917782 0.8844758 0.9479827 0.0000000

Projection direction vectors:

term 1 term 2
Air.Flow 0.31346657 0.28793029
Water.Temp 0.94538911 -0.36324154
Acid.Conc. -0.08932044 0.88608788

Coefficients of ridge terms:
term 1 term 2
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Figura 3.15: Andamento delle funzioni di smooth nelle due diezioni selezionate dall'algoritmoppr.

9.736902 1.623251

Equivalent df for ridge terms:
term 1 term 2
1439 8.86

Nella prima tabella si hanno le statistiche di bont di adattamento per i modelli da 2 a 8 termini
(si tratta della somma dei quadrati dei residui). Si vede cheil modello a 2 termini ha la prestazione
migliore; non si presenta quindi la necessit di ttare nuovamente il modello modi cando I'opzione
nterms. Nella tabella seguente si hanno le coordinate delle due dizioni di proiezione, mentre nella
seguente le stime dei coe cienti delle 2 funzioni di ridge. Lultima tabella presenta il numero di gradi
di libert e ettivi dei due termini.

L'andamento delle due funzioni di smooth (Fig.[3I5) si ottiene con le seguenti chiamate:

> par(mfrow=c(1,2))
> plot(mod.ppr)

Per confrontare la prestazione del modello appena ttato co quello ottenuto in Sec [336.Be possibile
gra care i valori osservati della variabile dipendente stack:loss contro i valori ttati dei due modelli.
Come si pw osservare in FigE3Ib il confronto evidenzia ohi valori ttati del modello PPR si adattano
molto meglio alla situazione relae di quanto non facciano gelli del modello additivo generale.

3.7 Regressione resistente e robusta

Se gli errori non sono distribuiti normalmente il metodo di t dei minimi quadrati pw fornire un
risultato fortemente distorto. Co avviene in particolar modo quando la distribuzione degli errori
presenta lunghe code. In tali situazioni un possibile rimete rimuovere le osservazioni che producono
i residui pu alti (outliers) e ttare nuovamente i dati rim anenti. Ovviamente, quando i punti che
presentano residui elevati sono molti, la perdita di informazione che si ha eliminandoli tuttie troppo
grande per essere accettabile. Una tecnica miglioree faraso di regressione robusta, cice metodi che
sono meno sensibili a dati che si discostino notevolmente dla media.
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Figura 3.16: Confronto dei valori osservati della variabie dipendete (in ascissa) con quelli predetti dal
modello PPR (cerchi neri) e dal modello additivo generali (cocette rosse) di Sec[Z3613. Il modello
PPR ha una prestazione nettamente migliore.

3.7.1 Regressione robusta

Uno dei metodi di regressione robusta pu comunie detto sima M [34]. Si consideri il modello lineare
ttato:

%= Xi T
dove come di consuetd'i*(i = 1;:::;n) sono i residui, X; e la i-esima riga della matricen (p+1)
dei p predittori. Lo stimatore M minimizza la funzione obiettivo:
X X
") = i Xi) (3.12)
i=1 i=1

dove la funzione specica il contributo di ogni residuo al totale generale; in questa notazione porre
()= 2 corrisponde a utilizzare la tecnica standard dei minimi qualrati.
Derivando la funzione obiettivo rispetto ai coe cienti e eguagliando a zero i risultati si ottiene
un sistema dip+ 1 equazioni che permettono di ricavare le stime dei coe cienti:

Wi Xi ")Xi=0 (3.13)
i=1
Se si de nisce la funzione pesav:
m.
wi = w(™) = O.E\')

le equazioni [3IB) possono essere riscritte come:

)@ N\
wi (i Xi ) Xi=0
i=1
Dato che i pesiw dipendono dai residui il t del modello si esegue con tecnich iterative (IRLS,

Iterative Reweighted Least Squares) che assumono una stimiaiziale dei coe cienti b e si arrestano
guando giungono a convergenza.
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Per quanto riguarda le funzioni obiettivo due scelte comunisono lo stimatore di Huber y e quello
di Tukey g (detto anche stimatore biquadratico o bisquare estimato), de niti come:

1n2 ST k? "\2 3 T
" = 2 per”j k - & 1 1 () per”j k 314
HOYE 0”1k pertj >k 5 (") ¢ peri®i > k (3.14)

ke una costante che permette di regolare il funzionamento dgli stimatori; bassi valori di k producono
stimatori pu resistenti alla presenza di outliers ma meno e cienti se gli errori non si discostano
troppo dalla normali. Solitamente si assume k = 1:345 per y ek = 4:687 per g, dove e
la deviazione standard d'errore. Queste scelte portano adwere una e cienza del 95% rispetto alla
tecnica standard dei minimi quadrati quando gli errori sonodistribuiti normalmente, ma garantiscono
ancora buona protezione dagli outliers. Nella pratica al véore si sostituisce una sua stima robusta,
che comunementee ~= median(j*j)=0:6745.

Esempio

Per esequire il t dei modelli di regressione robusta presdati, in R si utilizza la funzione rim (Robust
Linear Model) disponibile nella libreria standard MASS. Si consideri ad esempio un impianto chimico
che ossida ammoniaca per produrre acido nitrico. Uno dei pametri che regola il funzionamento
globalee la temperatura dell'acqua di ra reddamento. Si vuole capire se la perdita di produzione (in
percentuale) dipende da tale temperatura in modo lineare. @to che ci si attende che alcuni valori si
discostino notevolmente dalla retta di regressione (fermg parziali dell'impianto) si tta sia il modello
lineare standard sia due modelli di regressione robusta.

L'analisi inizia con l'inserimento dei dati. Un plot dei val ori della perdita di produzione contro la
temperatura (Fig. BZI4) rivela la presenza di alcuni outligs, a conferma di quanto atteso teoricamente.

temp <- 20:40

prod <- c(28.6,27.1,2.6,32.1,33.2,34.7,6.6,37.3,39.9 ,42.2,43.9,43.0,44.0,
45.3,47.9,47.9,50.1,50.5,54.2,40.3,55.7)

plot(temp, prod)

VvV + V V

Il modello lineare ottenuto con il t dei minimi quadrati por ta a un risultato fortemente distorto,
principalmente a causa del punto in corrispondenza del vale temp = 22:

> mod <- Im(prod ~ temp)
> summary(mod)
[...]
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -12.0991 10.0480 -1.204 0.243
temp 1.6844 0.3283 5.131 5.94e-05 ***

Residual standard error: 9.11 on 19 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.5808, Adjusted R-squared: 0.5587

Si nota che la stima di  ottenuta dal te piuttosto elevata.

Per tentare di ovviare alla presenza di outliers si ttano due modelli di regressione robusta con
stimatori di Huber e biquadratico. Dato che la funzione rim di default implementa lo stimatore di
Huber, nel primo caso il t si esegue con la semplice chiamata

> library(MASS)
> mod.h <- rlm(prod ~ temp)
> summary(mod.h, correl=FALSE)

Call: rim(formula = prod ~ temp)
Residuals:
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Figura 3.17: Rette di regressione ottenute con il metodo deminimi quadrati (linea continua) e con
un metodo di regressione robusta con stimatore biquadratic (linea tratteggiata). Nel secondo caso
I'in uenza degli outlierse evidentemente ridotta.

Min 1Q Median 30 Max
-29.30876 -0.69884 0.05111 0.71117 2.35121

Coefficients:

Value  Std. Error t value
(Intercept) -0.7515 1.6099 -0.4668
temp 1.4100 0.0526 26.8056

Residual standard error: 1.055 on 19 degrees of freedom

L'opzione correl = FALSE passata alla funzionesummary serve a sopprimere l'output della matrice
di correlazione fra i coe cienti. Si nota che la stima del coeciente della temperatura aumenta di
circa il 30%, a conferma del fatto che la presenza di outlierglistorce il t standard. Si osservi anche
che la stima di  diminuisce di circa un ordine di grandezza. Nell'output marcano sia la stima diR?
che di F, oltre che alle inferenze sui coe cienti. Coe dovuto al f atto che tali quantie 0 non sono
calcolabili (non nel modo consueto) o non hanno lo stesso sigcato. Date le complessit teoriche che
si devono a rontare per costruire un intervallo di con denza per i parametri del modello, il metodo
che viene pu frequentemente utilizzato per raggiungere &le scopo fa uso di simulazioni numeriche di
ricampionamento bootstrap (si veda ad esempid[26]).

Come passo successivo si tta il modello con stimatore biqudratico. L'opzione method = ‘MM ©°
passata alla funzionerlm utilizza tale stimatore dopo aver determinato un \buon" val ore iniziale per
i parametri (in questo caso infatti avere un buon punto di partenzae determinante per la convergenza
del modello):

> mod.b <- rim(prod ~ temp, method="MM")
> summary(mod.b, correl=FALSE)

Call: rim(formula = prod ~ temp, method = "MM")
Residuals:
Min 1Q Median 30 Max
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-29.6500 -0.9347 -0.2415 0.4636 2.0568

Coefficients:

Value  Std. Error t value
(Intercept) -0.1056 1.3002 -0.0812
temp 1.3983 0.0425 32.9150

Residual standard error: 1.212 on 19 degrees of freedom

Come si vede i risultati dei due t ottenuti con la funzione rIm sono praticamente identici. In Fig.[311
sono confrontati il t standard e quello con stimatore biquadratico. Le due rette si ottengono con le
usuali chiamate:

> abline(mod, col="blue")
> abline(mod.b, col="red", Ity=2)

Come regola generale, quando si sospetta che alcuni punti psano distorcere in maniera importante
un modello lineare, si procede al t sia con le tecniche tradzionali sia usando un metodo robusto.
Se i due risultati non sono troppo dissimili allora I'uso del modello standard e giusti cato. In caso
contrario le stime ottenute con tecniche robuste risultanopu a dabili.

3.7.2 Regressione resistente

Un metodo alternativo di regressione detto LTS (Least Trimmed Squares) si basa sulla minimizzazione
di una porzioneq < n dei quadrati dei residui ordinati in ordine crescente. Una tcnica di tale genere
sopporta quindi un certo numero di osservazioni molto distati dalla media senza fornire stime distorte
dei parametri. Si parla in questo caso di regressione resestte.

In R la funzione che esegue una regressione resistentéisreg disponibile all'interno della libreria
MASS. Il suo standarde di scegliere il valore diq secondo la seguente formula:

g= bn=2c+ b(p+1)=2c
dove bxc indica l'intero pu vicino minore o uguale a x. Con i dati dell'esempio precedente si ha:

> mod.lts <- Itsreg(prod ~ temp)

> mod.Its

Call:

Igs.formula(formula = prod ~ temp, method = "Its")

Coefficients:
(Intercept) temp
2.132 1.309

Scale estimates 0.5667 0.6527

Si noti che in questo caso non si ha nessuna stima dell'errorgui parametri. Per ovviare a questa
carenza sie costretti a ricorrere a tecniche bootstrap (siveda Sec[TTZI3 per il trattamento di questo
speci co esempio mediante ricampionamento bootstrap). NHultima riga vengono presentate due
stime indipendenti della variabilia. degli errori del mod ello.
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Capitolo 4

Analisi della varianza

4.1 ANOVA

La procedura per eseguire una ANOVA passa attraverso il t dé modello lineare corrispondente.

4.2 ANOVA a una via

In questo caso, chee il pu semplice, si hanna serie di dati che si classi cano in base a un solo criterio.
Il modello lineare si scrive come:

Xj = + i+ i=1;::5r ) =150
con"j N(0; 2). ; esprime I'e etto dovuto all'appartenenza al gruppo i-esimo. L'ipotesi nulla Ho
e che per ognii sia ; =0, mentre l'ipotesi alternativa H;e che almeno un ; sia diverso da 0.

Nel seguente esempioe riportata la procedura che permetteli eseguire il test inR.

Esempio

Siano A e B gli errori di battitura per minuto di due dattilogra. Ci si ¢ hiede se ci sia dierenza
signi cativa fra le loro abilit.
Si inizia inserendo i dati e unendoli in un unico vettore:

> A <- ¢(1,2,3,4,4,5,7,9)
> B <- ¢(3,3,5,8)
> Dati <- c(A, B) # concateno i dati

E quindi necessario usare un secondo vettore in cui teneredccia del gruppo a cui appartengono i
valori in Dati . Si crea quindi a tale scopo il vettoregruppo:

> fA <- rep(l, length(A)) # etichetta di gruppo: 1
> fB <- rep(2, length(B)) # etichetta di gruppo: 2
> gruppo <- factor(c(fA, fB)) # concateno i gruppi in un fatto re

Essendo l'appartenenza ai gruppi un dato categoriale, si @sla funzione factor che forzaR a trattarli
in tal modo e non come dati numerici quantitativi. A tal punto occorre ttare il modello lineare che
mette in relazione gli errori di battitura (in Dati ) con il dattilografo (in gruppo):

> modello <- aov(Dati ~ gruppo) # fit del modello lineare
> anova(modello) # tabella ANOVA

Analysis of Variance Table

57
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Response: Dati

Df Sum Sgq Mean Sq F value Pr(>F)
gruppo 1 0.375 0.375 0.058 0.8145
Residuals 10 64.625 6.462

da cui si conclude che non vie di erenza signi cativa fra i d ue dattilogra .
Per valutare i coe cienti del modello lineare , 1 e » si possono usare le chiamate seguenti:

> mean(Dati)
[1] 45

> model.tables(modello)
Tables of effects

gruppo
1 2

-0.125 0.25

rep 8.000 4.00

dacuisiha: =4:5(media generale), ;1 = 0:125 (e etto dovuto all'appartenenza al primo gruppo)

e , = 0:25 (e etto del secondo gruppo). La funzionemodel:tablese molto utile per tabelle sui t

di modelli lineari ottenuti con la funzione aov, soprattutto in casi complessi (si veda ad esempio la
Sec[Z1D).

Se si vogliono calcolare le medie e varianze dei due campiami modo rapido per procederee fare
uso della funzionetapply :

> tapply(Dati, gruppo, mean) # calcola la media dei vari grup pi
> tapply(Dati, gruppo, var) # calcola la varianza dei vari gr uppi

tapply suddivide i dati passati come primo argomento secondo le chvi di classi cazione passate
come secondo argomento e ad ognuno di questi sottogruppi ajiga la funzione speci cata come terzo
argomento.

4.2.1 Test per 'omogeneit delle varianze

Per veri care che l'ipotesi di omogeneit delle varianze sa soddisfatta e possibile usare il test di
Bartlett:

> bartlett.test(Dati, gruppo)

il cui output evidenzia che non ci sono problemi dovuti a di erenza di varianza nei due gruppi:
Bartlett test for homogeneity of variances

data: Dati and gruppo

Bartlett's K-squared = 0.0373, df = 1, p-value = 0.8468

Il test di Bartlett ha il difetto di essere molto sensibile all'ipotesi di normalia dei dati e fornisce
troppi risultati signi cativi se i dati provengono da distr ibuzioni con lunghe code. Per ovviare a
guesto inconveniente si pw ricorrere al test di Fligner-Killeen, uno dei test per I'omogeneif delle
varianze pu robusto per scostamenti dalla normalian [L7]. Per questo test la sintassie:

> fligner.test(Dati, gruppo)
Fligner-Killeen test for homogeneity of variances

data: Dati and gruppo
Fligner-Killeen:med chi-squared = 0.0125, df = 1, p-value = 0.911
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In questo caso particolare i risultati dei due test coincidmo non mettendo in luce nessun problema di
non omogeneit delle varianze.

Se l'ipotesi di omogeneit: delle varianze none soddisfata, e possibile utilizzare il test F con una
correzione (dovuta a Satterthwaite) ai gradi di libert de lla varianza d'errore. Detta n; la numerosit
di ogni gruppo e s? la relativa varianza, il numero di gradi di libera d da assegnare alla varianza
d'errore si calcola come:

(P vi)?

v D) 2

o = Vi :(ni 1)Si2

Nel caso dell'esempio in questione si ha:

> n <- tapply(Dati, gruppo, length) # numerosita' dei gruppi

> s2 <- tapply(Dati, gruppo, var) # varianze dei gruppi
>v<-(n-1) *s2

> df <- sum(v)*2/sum(v*2/(n - 1)) # gdl della varianza d'erro re
> df

[1] 9.921307

da confrontarsi con il valore 10 riportato nella tabella ANOVA. Dato che non vi sono particolari
problemi dovuti alla disomogeneit delle varianze i due numeri sono quasi identici. La signi cativia
della di erenza fra i due gruppi si testa con la chiamata:

> 1 - pf(0.058, 1, df)
[1] 0.8145891

4.3 Contrasti

Si de nisce contrasto fra le medie dir gruppi 1;:::;  una combinazione lineareL
X
L= ¢ i (4.1)

i
P
dove tuttii ¢ sono notie ;¢ =0. Ad esempio:

1 2€ uncontrastoconc; =1 e c; = 1, equivalente al paragone delle medie dei gruppi 1 e
2. Tutte le di erenze fra coppie di gruppi sono contrasti.

( 1+ 2)=2 3e un contrasto, che risulta direttamente interpretabile come il confronto fra la
media dei gruppi 1 e 2 combinati contro la media del gruppo 3.

Quanto detto vale in un disegno bilanciato in cui la taglia di tutti i gruppie uguale. Se cb none
vero si de nisce contrasto la combinazione lineare

X
L= niG i, (4.2)

con la condizione X
nic =0: 4.3)
i
E facile veri care che nel caso di gruppi di uguale taglian, I'Eq. (E2) si riduce all'Eq. (f£I) moltiplicata
per n.

In R sono disponibili diversi tipi di contrasti fra gruppi, util i per esplorare disegni sperimentali
dierenti. La libreria multcomp mette a disposizione i test pu usati. Si noti che fra di essinon vi
sono i test di Duncan e di Newman-Keuls; benche molto di usi questi test non garantiscono protezione
contro errori di tipo | sull'esperimento e sono quindi scongliati dai pu moderni testi sull'argomento

[36].
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4.4 Contrasti fra due gruppi: test di Tukey

Il test HSD (Honest Signi cant Di erence) di Tukeye una tec nica tramite qualee possibile confrontare
fra loro a due a due le medie dei vari gruppi.

Si abbiano ad esempio tre campionA, B e C. Come primo passo si esegue il confronto indi eren-
ziato:

A <- ¢(400, 450, 420, 430, 380, 470, 300)

B <- ¢(300, 350, 380, 270, 400, 320, 370, 290)
C <- ¢(270, 300, 250, 200, 410)

na <- length(A)

nb <- length(B)

nc <- length(C)

dati <- c(A, B, C)

g <- factor(c(rep("A",na), rep("B",nb), rep("C",nc)))
anova(res <- aov(dati ~ g))

VVVVVYVYVYVYV

Analysis of Variance Table

Response: dati

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
g 2 45057 22529 6.5286 0.007875 **
Residuals 17 58663 3451

Il confronto rivela una dierenza altamente signi cativa. Si pw procedere ad analizzare da dove
guesta di erenza tragga origine mediante un test di Tukey:

> TukeyHSD(res, "g", ordered=TRUE)
Tukey multiple comparisons of means

95% family-wise confidence level

factor levels have been ordered

Fit: aov(formula = dati ~ g)

$g

diff Iwr upr p adj
B-C 49.00000 -36.910577 134.9106 0.3326095
A-C 121.14286 32.903658 209.3821 0.0069972
A-B  72.14286 -5.850313 150.1360 0.0724100

Il test evidenzia che esiste di erenza altamente signi caiva fra i gruppi A e C, mentre le altre di erenze
non sono signi cative. L'opzione ordered richiede che i gruppi siano ordinati in ordine crescente per
media prima di e ettuare il test. Se si vuole condurre il test a un di erente livello, ad esempio = 0:01
si pw e ettuare la chiamata:

> TukeyHSD(res, "g", ordered=TRUE, conf.level=0.99)

4.5 Contrasti fra due gruppi: test di Dunnet

Questo test si impiega per confrontare un gruppo di controlb con diversi gruppi sperimentali. Per
poterlo impiegare in maniera semplice e rapidae necessariinstallare una libreria supplementare, che
non fa parte della distribuzione standard di R, ossia la libreriamultcomp che a sua volta dipende dalla
libreria mvtnorm (entrambe disponibili presso il sito www.r-project.org).
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Esempio

Si stabilisca tramite test di Dunnett se qualcuno dei fattori B, C e D di erisce signi cativamente dal
controllo A.

>A<-c(2, 2 3,5 1, 4,6)

> B <-c¢3,5,7)

> C <-c(6, 8, 7)

> D <-c¢(2, 4, 3)

> dati <- c(A, B, C, D)

> gp <- factor(c(rep("A",7), rep("B",3), rep("C",3), rep( "D",3)))
> library(multcomp)

La libreria mette a disposizione la funzioneglhtF], che viene chiamata nel modo seguente:

> mod <- aov(dati ~ gp)
> cont <- glht(mod, linfct = mcp(gp = "Dunnett"))
> confint(cont)

Simultaneous Confidence Intervals for General Linear Hypo theses
Multiple Comparisons of Means: Dunnett Contrasts
Fit: aov(formula = dati ~ gp)
Estimated Quantile = 2.7265
Linear Hypotheses:
Estimate Iwr upr
== 0 1.7143 -1.3290 4.7575

0 3.7143 0.6710 6.7575
== 0 -0.2857 -3.3290 2.7575

o0Ow
>>>
I
I

95% family-wise confidence level

da cui si evidenzia che solo il contrastoA vs. Ce signi cativo. L'opzione linfct serve per speci care
il tipo di contrasto; in questo caso si richiede un test di Dumett sulla variabile gp (nella pagina di
manuale diglht vi sono alcuni utili esempi su come costruire i contrasti).E anche possibile utilizzare
la funzione summary per calcolare la signi cativift dei confronti singoli o de | test globale. Nel primo
caso la chiamatae:

> summary(cont)
Simultaneous Tests for General Linear Hypotheses
Multiple Comparisons of Means: Dunnett Contrasts
Fit: aov(formula = dati ~ gp)
Linear Hypotheses:
Estimate Std. Error t value p value
=0 1.7143 1.1168 1.535 0.3548

0 3.7143 1.1168 3.326 0.0169 *
== 0 -0.2857 1.1168 -0.256 0.9903

O0Ow
> > >
I
I

(Adjusted p values reported)

1Fino alla vesione 0.4-8 le funzioni di interfaccia erano simint e simtest .
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mentre se si volesse una stima di signi cativia globale sidovrebbe aggiungere l'opzionetest alla
chiamata precedente (si veda la pagina di manuale dsummary:glht per le opzioni implementate).

4.6 Contrasti multipli
SiaL un contrasto. La sua varianza pw essere stimata, nel casoidlisegno bilanciato, come:

X X X @2
varL =  var(g ;)= var( )= * (4.4)
i=1 i=1 jzg Mi
Dove e la varianza d'errore ottenuta come nel test ANOVA. Per disegni non bilanciati la varianza
di L si calcola come:
X X X
varL = var(nig ;)= nfcvar( )= ? nic (4.5)
i=1 i=1 i=1
Per il teorema di Schee la dimensione dell'intervallo di con denza del contrasto L e data da:
q

P T E—
(r LF ;N . vark

Il contributo di L alla devianza del fattoree:

A ciascun contrasto spetta 1 gdl.

Esempio

| vettori a, b e c registrano il numero di difetti orari di tre linee produttiv e. Ci si chiede se vi sia
di erenza fra le tre linee e da dove eventualmente tale di erenza si origini.

a <- c(1,1,2,3,5,3)

b <- ¢(1,2,4,2,2,5)

¢ <- ¢(5,56,7,4,6)

dati <- c(a, b, ¢)

gp <- factor(rep(LETTERS[1:3], each=6))

ni <- as.vector(tapply(gp, gp, length)) # num. dati nei gru ppi

V V.V V VYV

Il punto di partenzae il confronto indi erenziato:

> anova(res <- Im(dati ~ gp))
Analysis of Variance Table

Response: dati

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
ap 2 34.111 17.056 9.0294 0.002667 **
Residuals 15 28.333  1.889

che evidenzia di erenza altamente signi cativa nel numero di difetti orari delle tre linee. Si possono
esaminare le medie dei tre gruppi:

> tapply(dati, gp, mean)

A B C
2.500000 2.666667 5.500000
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In questo caso l'origine della di erenza sembra evidente, dto che la linea C ha in media circa il doppio
dei difetti delle altre due. Si pw essere tentati dal procedere a un'analisi formale provando i contrasti:

1. A[ Bvs. C: verica che la media dei gruppi A e B presi insieme di erisca dalla media di C. In
questo casoc; = ¢, =1=2,¢c3 = 1.

2. A vs. B: verica che le medie dei gruppi A e B dieriscano. Sihac; =1, c,= 1,c3=0.

E peo necessario ri ettere sul fatto che questa analisi sgue alla ispezione dei dati campionari. In
questo caso, come tutte le volte che si testano dei contrastion piani cati a priori,e necessario attuare
una correzione per la molteplicia. Dato chee possibile raggruppare i tre oggetti in due gruppi (di uno e
due elementi rispettivamente) in tre modi diversi i valori P ottenuti dalla analisi a posteriori dovranno
essere moltiplicati per tre. Supponendo invece che i contisti fossero stati piani cati in precedenza,
lo sperimentatore non dovi e ettuare alcuna correzione. Nel seguito si suppone di ricadere in questo
secondo caso e non si attua nessuna correzione sui valori djsi cativie dei contrasti.

Quando i vettori associati ai due contrasti sono ortogonalifra loro e si parla di confronti ortogonali.

ortogonali se:
X
Gdi =0: (4.6)

i=1
Per un disegno non bilanciato I'equazione corrispondenteisulta:
X
nicidi =0: 4.7)
i=1
Per il problema in esame si de nisce la matrice dei contrasticome
contrasti <- cbind(c(1/2,1/2,-1), c(1,-1,0))

Per calcolare la stima della varianza associata ai due corasti e il loro intervallo di con denza si
calcola la varianza d'errore del modello:

> sigma <- summary(res)$sigma
e si fa uso del teorema di Schee:

> varcontrasti = sigma”2 * colSums(contrasti*2/ni)
> ngp <- length(levels(gp)) # num. gruppi

> n <- length(dati) # num. tot. dati

> F <- @f(0.95, ngp-1, n-ngp)

> intconf <- sqrt((ngp-1)*F) * sqrt(varcontrasti)

> intconf

[1] 1.864872 2.153369

A partire dalla matrice dei contrasti si calcola il peso per ai moltiplicare ciascun dato:
> coeff <- (contrasti/ni)[gp,]
e in ne si valutano i due contrasti:

> cont <- colSums(coeff*dati)
> cont

[1] -2.9166667 -0.1666667

Si conclude facilmente che il risultato del primo contrastce signi cativo mentre non loe il secondo.
Il contributo del contrasto alla devianza si calcola come:
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> cont"2 /varcontrasti * sigma’*2

[1] 34.02777778 0.08333333

Dato che i due confronti sono ortogonali, nel senso precisatsopra, si veri ca che questi due numeri
sommano a 34.111, ossia alla devianza del fattore esaminato

Lo stesso risultato si pw raggiungere molto pu velocemente utilizzando la libreria multcomp. I
procedimento sarebbe stato il seguente:

> library(multcomp) # carica la libreria necessaria
> contrasti <- rbind(c(1/2,1/2,-1), c(1,-1,0)) # contrast i per riga

mod <- aov(dati ~ gp)
rescont <- glht(mod, linfct = mcp(gp = contrasti))
confint(rescont)
[...]
Linear Hypotheses:
Estimate |wr upr
1 ==0 -29167 -4.6169 -1.2164
2 == 0 -0.1667 -2.1299 1.7966

vV V V

95% family-wise confidence level

In output si osservano il valore dei contrasti (che risultano identici a quelli calcolati manualmente)
e l'intervallo di con denza simultaneo al 95%. La funzione glht appartiene alla classe di contrasti
multipli di tipo single-step, basati appunto sulla costruzione di un intervallo di con denza simultaneo
per i contrasti controllando l'errore globale di tipo | o family-wise error rate (FWER). Questi metodi
garantiscono che il FWER non ecceda il livello desiderato. Anche in questo caso si pw calcolare il
contributo di ciascun contrasto alla varianza dovuta al fattore; il calcolo risulta semplicemente:

> sigma <- summary(Im(dati ~ gp))$sigma

> coef(rescont)"2/diag(vcov(rescont)) * sigma’2
1 2

34.02777778 0.08333333

La signi cativiee dei singoli contrasti si valuta con la ch iamata:

> summary(rescont)

[...]
Linear Hypotheses:

Estimate Std. Error t value p value
1==0 -2.9167 0.6872 -4.244 0.00140 **
2 =0 -0.1667 0.7935 -0.210 0.97238

(Adjusted p values reported)

Sia nel calcolo degli intervalli di con denza che dei valoriP viene fatta una correzione per molteplicia
(si hanno due contrasti simultanei). Se non si desidera qués correzione, le chiamate alle funzioni
saranno rispettivamente:

> confint(rescont, calpha = univariate_calpha())

> summary(rescont, test = adjusted("none"))

Nel caso di disegni non bilanciati si procede come nel casogeente.
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Esempio
Si abbiano i tre gruppi:

> a <- ¢(1,1,2,3,5,3,2)
> b < ¢(1,2,4,2,2,5)
> ¢ <- ¢(5,5,6,7,4,6)

Si eseguano i contrastia[ bvs. ceavs. h.
La forma generale dei contrastic e de in questo caso:

c = (cg;¢1;03)
d = (di;d;0) (4.8)

Imponendo la condizione data dall'Eq. [Z3) si ottengono leequazioni:

c3n
c = 3llc
na+ nb
dzn
dy = 27b (4.9)
Na
che portano ai due contrasti:
C3N¢
L1 = mc¢(ng + N man mpn
1 na+nb( c(a b) alla bb)
Lo = dnp(mp my): (4.10)

Le varianze dei due contrasti risultano rispettivamente:

n
arL; = 2_GNe_ Na+ Np+n
vark 1 nn + nb( a b c)
d2n
varl, = 2222(n, + np) (4.11)

a

e quindi i contributi dei due contrasti alla devianza del fattore si calcolano come:

Ne(MaNa + MpNp  Me(Na + Np))?
(na + np)(na + Nnp+ n¢)
NaNp(Ma  Mp)?
Na + Np '

2
di 4

dz, (4.12)

Con un po' di algebra si dimostra che le due componenti sommanalla devianza complessiva attri-
buibile al fattore in esame.
Tornando al problema in esempio, ponenda; = d, = 1, si ha:

ma <- mean(a)

mb <- mean(b)

mc <- mean(c)

na <- 7

nb <- 6

nc <- 6

L1 <- (-ma*na-mb*nb + mc*(na+nb))*nc/(na+nb)
L2 <- nb*(mb-ma)

vL1 <- nc*(na+nb+nc)/(na+nb)
vL2 <- nb*(na+nb)/na

L <- c(L1, L2)

L

VVVVVVYVYVYVYVYVYV
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user-defined contrasts

2 frmm R )

95 % two-sided confidence intervals

Figura 4.1: Contrasti multipli nel caso dell'esempio[Z®.

[1] 17.769231 1.428571
> vL <- c(vL1, vL2)
> sum(L"2/vL)

[1] 36.18922
E si veri ca facilmente che questo numero coincide con la daanza del fattore gp:

> dati <- c(a,b,c)
> gp <- factor(c(rep("A",na), rep("B",nb), rep("C", nc)))
> anova(res <- Im(dati ~ gp))

Analysis of Variance Table

Response: dati

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
ap 2 36.189 18.095 10.141 0.00143 **
Residuals 16 28.548 1.784

Si noti che la funzione glht pw essere chiamata anche in questo caso, dopo aver opportamente
impostato la matrice dei contrasti (ponendo anche in questocasocs = d; = 1). In questo caso la
struttura della matrice tiene conto anche della numerosit dei gruppi:

C = (NaC1;NpC1;NcC3)
d (nadg; npdz; 0) (4.13)

conc; ed; dati in Eq. E9 Si ha quindi:

16_ 6 . 4, - 16_
7+6 13 ' 7 7~

~Nl o

C =

La matrice dei contrastie quindi:
> contr <- rbind( c(-7*6/13, -6*6/13, 6), c(-6, 6, 0))

| test si eseguono con le chiamate:
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> rescont <- glht(res, linfct = mcp(gp = contr))
> confint(rescont)
[...]
Linear Hypotheses:
Estimate Iwr upr
1 ==0 17.7692 8.0460 27.4924
2 ==0 14286 -9.5318 12.3890

95% family-wise confidence level

Si nota che i contrasti risultano uguali al caso precedente fer la scelta appropriata della matrice

contr). Si pw anche veri care che il quadrato dell'errore standard (res1$sd?) diviso per la varianza

d'errore 2 risulta identico ai valori calcolati in vL in precedenza. La libreriamultcomp possiede anche
una funzione plot:

> plot(ct)

che produce in output il gra co di Fig. £1]

4.7 ANOVA a due vie senza repliche

In questo caso i dati possono essere classi cati secondo dwahiavi di classi cazione e disposti in
matrice. La logica del test non cambia, dato che occorrelm smplicemente costruire il modello lineare
appropriato e ttarlo. Il modello lineare si scrive come:

Xj = + i+ ;j+" i=1;::5r ) =1;5::5cC

con"j N(O; 2). | esprime I'e etto dovuto allappartenenza all' i-esimo livello del fattore di riga,
mentre ; e l'e etto dovuto al livello j-esimo del fattore di colonna.

Esempio

In un disegno bilanciato a due fattori incrociati un vasto terreno viene diviso in appezzamenti, nei
quali vengono seminate tre diverse variet di granoturco. Gli appezzamenti di terreno sono sottoposti
a cinque tipi diversi di preparazione. Entrambi i trattamenti sono assegnati in maniera casuale agli
appezzamenti. Lo scopo dell'esperimentoe veri care se vbsia di erenza signi cativa in produttivia

(in quintali) dei vari appezzamenti in relazione ai due fattori.

preparazione
variea 1 2 3 4 5

1 100 120 110 100 90
2 130 120 150 120 140
3 100 100 120 110 110

Tabella 4.1: Produttivia di granoturco (in quintali per a ppezzamento), in relazione ai fattorivarieta
e preparazione.

Occorre introdurre innanzitutto i 15 valori di produttivit a, riportati in Tab. 4[TJin un apposito
vettore. Si possono organizzare i dati per riga in modo che ifimi 5 siano relativi alla prima variet
di granoturco e alle di erenti modalit di preprazione e cos via:

> prod <- ¢(10,12,11,10,9, 13,12,15,12,14, 10,10,12,11,1 1)*10
> varieta <- gl(3, 5) # fattore a 3 livelli con 5 ripetizioni
> preparazione <- gl(5, 1, 15) # fattore a 5 livelli e 1 ripetiz ione
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varieta e preparazione sono i vettori (di dimensione 15) che classicano i dati. A questo puntoe
possibile ttare il modello lineare e produrre la tabella AN OVA:

> av <- aov(prod ~ varieta + preparazione)
> anova(av)

Analysis of Variance Table

Response: prod

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
varieta 2 2293.33 1146.67 10.1176 0.006445 **
preparazione 4 573.33 143.33 1.2647 0.359093
Residuals 8 906.67 113.33

Si conclude che non vie evidenza di di erenza signi cativa nella produttivia dovuta alle di erenti
preparazioni del terreno. Si nota invece che vie di erenzaaltamente signi cativa fra le tre variet di
granoturco.

Se si volesse detrminare l'origine della di erenza si potrbbe ricorrere al test di Tukey:

> TukeyHSD(av, "varieta")
Tukey multiple comparisons of means
95% family-wise confidence level

Fit: aov(formula = prod ~ varieta + preparazione)

$varieta

diff Iwr upr p adj
2-1 28 8.760818 47.239182 0.0078992
3-1 4 -15.239182 23.239182 0.8270933
3-2 -24 -43.239182 -4.760818 0.0179607

Si evidenzia che vie di erenza signi cativa fra la variet a 2 e le altre, le quali non di eriscono fra loro
per quanto riguarda la produttivit.

4.7.1 E cienza del disegno a blocchi randomizzati

Talvolta uno dei fattori di un disegno sperimentale a due viee utilizzzato come fattore di blocco e
si parla di esperimento a blocchi randomizzati (RB). In que$o caso non interessa la di erenza fra i
vari livelli del blocco, il quale viene introdotto per separare parte della variabilia del campione in
esame e sottrarala dalla varianza d'errore residua. | fattoi di blocco sono utili nel caso in cui le
uniae sperimentali presentino della variabilia. fuori d al controllo dello sperimentatore. Ad esempio
una popolazione pwo essere divisa per classi d'et 0 per s80 se si sospetta che ai ni dell'esperimento
tali fattori possano introdurre una di erenza signi cativ a.

Una volta condotto un esperimento con un disegno a blocchi nadomizzati, e spesso di interesse
stimare quanto e ciente sia stata la scelta dei blocchi nel migliorare la precisione raggiunta. In
altre parole si vuole veri care se i blocchi sono stati sceltin maniera appropriata per trattare i dati
sperimentali. Per far questo sie soliti confrontare la varianza "% stimata dal modello RB con
A2, ossia la varianza che si sarebbe ottenuta dal modello comgiamente randomizzato (CR), cice
una ANOVA a una via in cui il raggruppamento in blocchi non viene tenuto in conto. Il rapporto
A2 =M2p e quindi usato per misurare I'e cienza relativa del raggru ppamento in blocchi. Detta s? la
stima della varianza d'errore del modello RB,s? la stima della varianza per il fattore blocchi, B 1
gradi di libera dei blocchie T 1 gradi di libera del trattamento, una stima non distorta di 2y
e data da:

_(B 1sg+T(B 1)’
TB 1 '

A2
C
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azienda
clima 1 2 3 4
1 230 220 210 190
2 260 230 260 240
3 250 210 220 210

Tabella 4.2: Tempo di risposta in ms, dal momento dello scath alla ne dell'elaborazione, di
fotocamere digitali prodotte da quattro aziende diverse intre condizioni climatiche etorogenee.

Esempio

Un fotografo professionista vuole valutare il tempo di risposta allo scatto (in ms) di quattro fotocamere
digitali prodotte da diverse aziende. Le fotocamere sono & loro equivalenti dal punto di vista di ottica
e risoluzione in pixel. Il fotografo decide di provare le machine in tre condizioni climatiche molto
diverse (fattore di blocco, clima), dato che ritiene che la temperatura possa in uire sull'e cienza dei
CCD. | tempi di risposta sono dati in Tab.

Si inseriscono i dati nei tre vettori tempi, azienda e clima:

\%

tempi <- ¢(230,220,210,190, 260,230,260,240, 250,210,2 20,210)
azienda <- gl(4, 1, 12)
clima <- gl(3, 4)

VvV Vv

| t del modello produce i seguenti risultati:

> av <- aov(tempi ~ azienda + clima)
> anova(av)
Analysis of Variance Table

Response: tempi

Df Sum Sqg Mean Sq F value Pr(>F)
azienda 3 1891.67 630.56 5.1591 0.04238 *
clima 2 2600.00 1300.00 10.6364 0.01065 *
Residuals 6 733.33 122.22

Si evidenzia di erenza signi cativa sia fra le quattro case produttrici sia fra le condizioni climatiche.
In questo caso la scelta del fattore di blocco sie rivelata iona visto che gran parte della devianza
viene \spiegata" da tale fattore. L'e cienza di questo dise gno rispetto a un disegno completamente
randomizzato si ottiene con le chiamate:

s2 <- 122.22
sbh2 <- 1300

T <-4

b < 3

((b-1)*sb2 + T*(b-1)*s2)/(T*b-1)/s2
[1] 2.661192

V V.V VYV

Quindi un disegno che trascurasse il fattoreclima necessiterebbe di circa 2.7 volte pu dati per
raggiungere la stessa precisione sperimentale del disegadlocchi.

4.8 ANOVA a due vie con repliche

In questo casoe possibile stimare oltre agli e etti dovuti ai due criteri di classi cazione anche quelli
dovuti alla loro interazione. Il modello lineare si scrive ®me:

Xik = + i+ j+ i+ "k i=1;:inr j=1inc k=15
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con "k N(0; 2). Il termine j esprime linterazione fra le due chiavi di class cazione, de
generalmente |'e etto che interessa testare. L'ipotesi nlla Hoe che per ognii sia j = 0, mentre
lipotesi alternativa H,e che almeno un j sia diverso da 0.

Esempio

Si vuole valutare I'e cacia di cinque diversi concimi chimici su tre variea di pomodoro. Dato che
si sospetta che vi sia interazone tra i fattori il disegno vi@e replicato due volte per un totale di 30
appezzamenti.

Per prima cosa si costruisce il vettore con le produttvitr (in quintali) dei vari appezzamenti e i
due vettori relativi alle classi cazioni per concime e per \arieti:

bloccol <- ¢(96,104,105,103,102, 97,105,98,101,93, 99, 102,92,101,101)
blocco2 <- ¢(96,95,96,106,103, 102,98,101,108,103, 100 ,93,106,98,103)
produzione <- c(bloccol, blocco?2)

concime <- gl(5,1,30)

varieta <- gl(3,5,30)

V V.V V V

Si tta quindi il modello lineare includendo il termine di in terazione:
> av <- aov(produzione ~ varieta * concime)

In alternativa la sintassi:

> av <- aov(tempi ~ varieta + concime + varieta:concime)

produce lo stesso risultato. Il risultato del test evidenza che non vie interazione signi cativa fra i
due fattori:

> anova(av)
Analysis of Variance Table

Response: produzione
Df Sum Sg Mean Sq F value Pr(>F)

varieta 2 8.07 4.03 0.1741 0.8419
concime 4 6953 17.38 0.7504 0.5730
varieta:concime 8 84.27 10.53 0.4547 0.8690
Residuals 15 347.50 23.17

Nemmeno le altre variabili risultano statisticamente signi cative, quindi si conclude che i concimi
sono di pari livello e che non vie di erenza nella produttiv i delle tre variet.

Se si volesse ottenere una visualizzazione gra ca dell'istazione fra i due fattori, si potrebbe
richiedere uninteraction plot come quello mostrato in Fig.[Z2:

> interaction.plot(concime, varieta, produzione)

dove in assenza assoluta di interazione ci si attende che lmée (relative alle tre diverse varie) siano
parallele.

In caso si trovi una interazione signi cativae spesso pocointeressate esaminare i livelli dei singoli
fattori principali tramite dei contrasti, mentree possib ile procedere a contrasti tra i livelli dell'intera-
zione, ad esempio mediante test di Tukey. Cos, se si fossedvata interazione signi cativa nell'esempio
appena disusso, si sarebbe potuta e ettuare la chiamata:

> TukeyHSD(av, "varieta:concime")

procedendo poi a evidenziare eventuali contrasti interessti.
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varieta

mean of produzione
100 102 104
L L

o8

96

concime

Figura 4.2: Interaction plot per i fattori concime e varieta. L'apparente presenza di interazione
(segmenti non paralleli) non viene evidenziata dal test, pobabilmente per I'esiguo numero di repliche.

4.9 Quadrati latini

Questo disegno sperimentale e utile quando i dati possonossere classi cati in blocchi secondo non
uno ma due fattori. Si supponga ad esempio di voler valutared qualifi del materiale da lavorazione
proveniente da tre fornitori A, B, C misurando (su un'opportuna scala) la resistenza dei pezzinpdotti.
Si supponga inoltre di utilizzare il meteriale fornito avvalendosi di tre diversi tecnici (detti t1, t2, t3)
e di ripetere I'esperimento per tre giorni (1, g2, g3). In questo tipo di esperimento i fattori \tecnico"
e \giorno" rappresentano i blocchi, mentre le di erenze nelfattore \fornitore" sono co che si intende
studiare. In un disegno RB completo, come nelle sezioni predenti, si dovrebbero avere 3 = 27
misure di resistenza. Il disegno a blocchi incompleto denomato quadrato latino o re la possibilia
di utilizzare solamente ¥ = 9 misure.

Si usa a tale scopo un disegno del tipo di quello riportato in &b.[3, in cui in ogni riga e in ogni
colonna i diversi trattamenti appaiono una e una sola volta. Il modello linearee in questo caso:

Xijk = + i+ j+ k+ "k ik =1;::0n
con "ijk N(O; 2).
gl g2 g3
t1|A B C
t2| B C A
t3|C A B

Tabella 4.3: Quadrato latino 3 3.

Tornando all'esempio citato sopra si supponga che i dati rigardanti la resistenza dei materiali
siano inseriti nel vettori res, e che i vettori fornitore , t e g tengano traccia del fornitore, del tecnico
che ha manovrato le macchine e del giorno di lavoro.

> res <- ¢(80,104,97, 107,99,78, 110,77,98)

> fornitore <_ faCtOr(C("A","B"'"C"’ IIBII’IICII,IIAII, IICII,IIA II,IIBII))
> g <- gl(3, 3) # fattore a 3 livelli con 3 ripetizioni
> g

11111222333
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Levels: 1 2 3

>t<-9I3 1, 9)

>t
11123123123
Levels: 1 2 3

| dati soddisfano alle condizioni necessarie per un quadratlatino. Il modello si tta e si analizza con
le chiamate:

> mod <- aov(res ~ g + t + fornitore)
> anova(mod)
Analysis of Variance Table

Response: res

Df Sum Sq Mean Sqg F value Pr(>F)
g 2 2.89 1.44 0.0718 0.93299
t 2 10156 50.78 2.5249 0.28370
fornitore 2 1169.56 584.78 29.0773 0.03325 *
Residuals 2 40.22 20.11

Si evidenzia di erenza signi cativa fra i fornitori, mentr e i fattori che costituiscono i blocchi non
raggiungono la signi cativia. In questo casoe evidente che la separazione dei dati in blocchi non
ha raggiunto I'e etto sperato; in particolare l'introduzi one del blocco relativo al giorno permette una
riduzione di devianza particolarmente piccola.

Avendo concluso che la dierenza fra i fornitorie signi cativae possibile analizzare I'origine di
tale di erenza mediante un test di Tukey:

> TukeyHSD(mod, "fornitore™)
Tukey multiple comparisons of means
95% family-wise confidence level

Fit: aov(formula = res ~ g + t + fornitore)

$fornitore

diff Iwr upr
B-A 24.66667 3.097011 46.23632 0.0386909
C-A 23.66667 2.097011 45.23632 0.0418889
C-B -1.00000 -22.569655 20.56966 0.9605144

Si conclude quindi che il fornitore A di erisce signi cativamente da B e C, mentre questi ultimi non
di eriscono fra loro.

4.10 Disegni split-plot

Talvoltae opportuno (o conveniente) piani care un esperimento per testare un fattore su vasta sca-
la (sulle unia principali) e un secondo fattore su scala sgerimentale pu ridotta (sulle sottounit),
annidata con la precedente. Tali necessia si presentanoesso in agricoltura, come nell'esempio
seguente.

Tre fertilizzanti vengono testati per la loro e cacia. Il te rreno dedicato all'esperimento viene anche
suddiviso in due zone a diverso irrigamento, e in ciascuna tle zone si provano tutti e tre i fertilizzanti.
Il fattore \fertilizzante"e in questo caso annidato all'i nterno del fattore \irrigazione". L'esperimento
viene ripetuto in quattro appezzamenti diversi (blocchi) e si misura la produttivia mensile del terreno.
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blocco
irrigazione fertilizzante 1 2 3 4
irrl fertl 217 188 162 234
fert2 158 126 122 159
fert3 229 160 167 191
irr2 fertl 175 195 213 178
fert2 152 147 180 137
fert3 155 161 182 156

Tabella 4.4: Produzione degli appezzamenti, in tonnellatemensili per ettaro, sottoposti a diversi
regimi di irrigazione e trattati con diversi fertilizzanti .

Diversamente di un disegno randomizzato, dove tutti i trattamenti vengono assegnati a caso alle
unif, in questo caso i diversi livelli del fattore \fertil izzante" vengono assegnati a sottoparti delle
stesse unifw principali. Quindi ci si aspetta una uniformit maggiore all'interno delle unit principali
di quanto non si avrebbe, ad esempio, con un disegno a blocchandomizzati. 1l modo migliore
per trattare questo scenarioe fare uso di due distinte varanze d'errore con cui pesare gli e etti dei
trattamenti sulle unia principali e sulle sottounig.

L'analisi inizia con l'inserimento dei dati di Tab. £4]

irr <- gl(2, 12) # fattore a 2 livelli con 12 ripetizioni I'un o]
fert <- gl(3, 4, 24)

block <- gl(4, 1, 24)

prod <- ¢(217,188,162,234, 158,126,122,159, 229,160,16 7,191,
175,195,213,178, 152,147,180,137, 155,161,182,156)

+ V V Vv V

Per speci care un disegno annidato inR si usa la funzioneError che permette di strati care il modello
lineare speci cando quale termine usare come varianza d'eore. La \regola" da seguire in un disegno
split-plote che per pesare la signi cativia di un e etto  si usa come varianza d'errore l'interazione tra
il fattore in studio e tutti quelli nei livelli gerarchici so prastanti. In questo caso si ha il fattore di blocco
a livello superiore, annidato al suo interno si vuole studiae I'e etto dell'irrigazione (trascurando il
fattore \fertilizzante") e quindi, annidata con i due prece denti, quella dei fertilizzanti. La sintassi per
ttare tale modelloe:

> mod <- aov(prod ~ fert*irr + Error(block/irr/fert))
> summary(mod)
Error: block

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Residuals 3 1073.67 357.89

Error: block:irr

Df Sum Sg Mean Sq F value Pr(>F)
irr 1 280.2 280.2 0.1195 0.7524
Residuals 3 7031.5 2343.8

Error: block:irr:fert

Df Sum Sg Mean Sq F value Pr(>F)
fert 2 9145.1 4572.5 37.7679 6.637e-06 ***
fert:ir 2 1326.1 663.0 5.4765 0.02042 *
Residuals 12 1452.8 121.1

Nel t del modello si usa l'operatore = che serve per speci care lI'annidamento di un fattore con quii
che gli stanno a sinistra nella formula. La sintassi usata deisce un modello annidato a tre livelli con
block che contieneirr che a sua volta contienefert .
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La prima tabella in output e relativa al fattore di blocco, | a cui signi cativia non ha alcun
interesse pratico. La seconda tabella analizza il fattore ifrigazione" usando come varianza d'errore
guella dell'interazione block : irr ; questo fattore risulta non signi cativo. Si noti che tale tabella
pw essere ottenuta, come accennato sopra, ttando il modéo lineare che non contiene il fattore
\fertilizzante" e usando come errore il termine di interazione:

> mod2 <- aov(prod ~ irr + block + Error(irr:block))
> summary(mod2)

Error: irr:block

Df Sum Sgq Mean Sq F value Pr(>F)
irr 1 280.2 280.2 0.1195 0.7524
block 3 1073.7 357.9 0.1527 0.9215
Residuals 3 7031.5 2343.8

[..]

La terza tabella (identi cata come Error : block : irr : fert) analizza il fattore \fertilizzante"
(annidato con i due fattori block e irr ), che risulta altamente signi cativo. Anche linterazion e tra
fertilizzante impiegato e metodologia di irrigazione risdta signi cativa. Per chiarire da dove queste
di erenze originino si possono richiedere le tabelle riagmtive con la chiamata:

> model.tables(mod, "means")

che produce in output la media totale, le medie raggruppate pr fattori e la tabella che consente di
analizzare l'interazione:

Tables of means
Grand mean

172.6667

fert
fert
1 2 3
195.25 147.63 175.13

irr
irr

1 2
176.08 169.25
fert:irr
irr
fert 1 2

1 200.25 190.25
2 141.25 154.00
3 186.75 163.50

L'interazione origina dal fatto che la condizione di irrigamento 2e sfavorevole per i fertilizzanti 1 e 3,
ma risulta vantaggiosa per il fertilizzante 2.

Nell'eseguire eventuali contrasti bisogna prestare attemione al fatto che si dispone di due diverse
varianze d'errore. In conseguenza di co alcuni contrasti(all'interno delle unitn principali) saranno
a etti da errore minore di quelli che coinvolgono livelli delle unia principali. In particolare, in un
disegno split-plot ttato con la funzione aov, il test di Tukey non pw essere utilizzato nel modo
consueto. Per paragonare le medie dei vari gruppie necesda un cambio di approccio teorico e
a rontare l'analisi mediante modelli a e etti misti (si ved a Sec[ZT3P).
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4.11 Prove ripetute

Talvolta le stesse unifn sperimentali sono soggette a pumisurazioni, ad esempio per valutare I'e cacia
nel corso del tempo di un trattamento. Dato che tali misure smo eseguite sugli stessi soggetti non
saranno fra loro indipendenti esse non possono essere calesate repliche, ma si usa il termine di
misure ripetute.

Con alcune correzioni il disegno split-plot (0, se non vi soa repliche in ogni cella, quello a blocchi
randomizzati), pwo essere utilizzato per trattare anche il caso di misure ripetute. In questo caso le
unit principali sono gli individui e le sottounit i dive rsi istanti di tempo in cui vengono e ettuate le
misure (si noti comunque, come prima di erenza, che in quesi caso le misure sono eseguite sull'intera
unitL e non su parti di essa). Il problema principale a cuie necessario prestare attenzionee quello della
sferici, che altro none che la generalizzazione dell'omogeneitdelle varianze al caso delle misure
ripetute. Questo problema pw essere e cacemente a rontato con una riduzione dei gradi di libera
nella tabella ANOVA, che si ri ette quindi in un test pu con servativo.

Esempio

Sei sprinter di una squadra giovanile di atletica leggera vegono sottoposti dal loro allenatore allo
stesso programma di allenamento. Il loro tempo di reazionelb starter viene testato in quattro diverse
occasioni a intervalli settimanali. | tempi di reazione (in millesimi di secondo) sono dati in Tab.[Z%.
L'allenatore vuole veri care se il programma di allenamento migliora la reazione degli atleti allo
starter. Oltre alla valutazione della signi cativia glo bale nel corso del periodo di quattro settimane,
l'allenatore e interessato a confrontare i tempi di reazine alla ne del periodo di allenamento con
quelli iniziali.

settimana

atleta 1 2 3 4

Al 153 174 143 134
A2 154 198 149 136
A3 187 240 152 151
A4 169 190 163 146
A5 138 167 116 120
A6 136 168 125 112

Tabella 4.5: Tempi di reazione allo start della gara di sei afeti in quattro diverse occasioni durante
un periodo di allenamento.

Si inseriscono i dati nel modo consueto:

tempi <- ¢(153,174,143,134, 154,198,149,136, 187,240,1 52,151,
169,190,163,146, 138,167,116,120, 136,168,125,112)

atleta <- gl(6, 4)

settimana <- gl(4, 1, 24)

rep <- gl(2, 4, 24)

V V.V + V

Si tta il modello lineare multistrato:

> mod <- aov(tempi ~ settimana + Error(atleta))
summary(mod)

\%

Error: atleta
Df Sum Sg Mean Sq F value Pr(>F)
Residuals 5 6857.7 1371.5

Error: Within
Df Sum Sqg Mean Sq F value Pr(>F)
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settimana 3 11130.5 3710.2 36.934 3.628e-07 ***
Residuals 15 1506.8 100.5

Dall'analisi split-plot si conclude che I'e etto dell'all enamento sui tempi di reazione allo startere
altamente signi cativo (fattore settimana). Si noti che in questo caso per speci care la strati cazione
del modello sie usata la sintassiError (atleta). Equivalentemente si sarebbe potuto speci care come
termine d'errore Error (atleta=settimana) dichiarando espicitamente la strati cazione del modella
Come si pw facilmente veri care le due sintassi produconcesattamente lo stesso risultato (quello che
cambiae esclusivamente il nome che viene assegnato allacesnda tabella in output).

Si noti che questo set di dati pwo essere analizzato anche ooun disegno a blocchi:

> mod2 <- aov(tempi ~ settimana + atleta)
> anova(mod2)
Analysis of Variance Table

Response: tempi

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
settimana 3 11130.5 3710.2 36.934 3.628e-07 ***
atleta 5 6857.7 1371.5 13.654 3.921e-05 ***
Residuals 15 1506.8 100.5

Come si vede il risultato per il fattore \settimana'e ident ico al precedente.

A questo punto rimane da correggere i gradi di libera della tabella (Error : Within ) per tener
conto del fatto che le misure sono state eseguite sugli stesoggetti. || modo pu veloce (e conservativo)
di farloe dividere tutti i gdl della tabella per i gdl del fat tore secondario (cice \settimana"), e ricalcolare
le signi cativia. Per quanto riguarda il fattore \settim ana" si avrebbe:

> 1 - pf(36.934, 1, 5)
[1] 0.001743175

da cui si nota che la signi cativit risulta drasticamente diminuita. Per ridurre i gradi di libert sie
ipotizzato che fra le serie di misure vi sia dipendenza tota e che quindi le serie di repliche possano
essere rappresentate da una sola serie; da qui nasce il fattbe al fattore \settimana" si assegna 1 gdl.
Questo e comunque il peggior scenario possibile.E possibile avere un test meno conservativo
stimando la correzione da apportare ai gradi di libert a partire dalla matrice di covarianza delle serie
di dati, calcolando il parametro " di Greenhouse-Geisser. Tale parametro viene poi usato confiettore
moltiplicativo per corregere i gdl della tabella Error : Within . Sia la matrice di varianza covarianza
delle serie settimanali di dati, nlev il numero delle ripetizioni di dati (in questo casonlev=4) e H la

matrice de nita come: 1

H =1 —1
nlev nlev nlev nlev

conlney la matrice identitn di dimensioni nlev nlev, 1hey niev la matrice di dimensioni nlev  nlev
di tutti 1. Il parametro "e de nito come:

" tr( H)? .
" (nlev Dtr( H H)’

dovetr () e l'operatore traccia.
In R la procedura richiede un po' di lavoro. Per prima cosa bisoga ottenere una matrice in cui i
soggetti sono inseriti per riga e le repliche settimanali pecolonna:

> nlev <- nlevels(settimana) # livelli del fattore settiman a
> M <- matrix(tempi, ncol=nlev, byrow=TRUE) # matrice dei te mpi
# colonne = settimane
> M
[1] [.2] [.3] [4]
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[1] 153 174 143 134
[2] 154 198 149 136
[3] 187 240 152 151
[4] 169 190 163 146
[5] 138 167 116 120
[6] 136 168 125 112

Si de nisce quindi la funzione GG che riceve in input tale matrice, calcola le matrici e H e restituisce
in output il valore di ":

GG <- function(m) {

e <- var(m); # matrice di varianza covarianza dei dati
nlev <- ncol(m);

H <- diag(nlev) - 1/nlev * matrix(1, nlev, nlev);

num <- sum(diag(e %*% H))"2;

den <- (nlev-1) * sum(diag(e %*% H %*% e %*% H));
epsilon <- num/den;

epsilon

}

La funzione GG chiamata sulla matrice dei dati fornisce il seguente risulato:

> epsilon <- GG(M)
> epsilon
[1] 0.4315778

da cui si vede che la correzionee piuttosto rilevante dato bee abbastanza vicina allo scenario peggiore
"=1=3.
Tenendo conto della correzione la signi cativit del fatt ore \settimana" pw essere calcolato come:

1 - pf(36.934, 3*epsilon, 15*epsilon)
[1] 0.0004867276

Rimane da veri care l'ultimo punto di interesse dell'allen atore: veri cato che I'e etto dell'allena-
mento sui tempi di reazione degli atletie signi cativo,e di interesse paragonare i tempi nali con
quelli iniziali. Si tratta di un confronto unico che pw essere eseguito in maniera appropriata con un
test t per dati appaiati:

> t.test(tempi[settimana=="1"], tempi[settimana=="4"] , paired=TRUE)

Paired t-test

data: tempi[settimana == "1"] and tempi[settimana == "4"]
t = 8.2004, df = 5, p-value = 0.0004389
alternative hypothesis: true difference in means is not equ alto 0

95 percent confidence interval:
15.79014 30.20986
sample estimates:
mean of the differences
23

Dal risultato l'allenatore ha evidenza altamente signi cativa che il programma ha migliorato la reazione
dei suoi allievi. La media delle di erenza prima-dopoe di circa 2/100 di secondo.

Particolare attenzione deve essere posta nell'analisi diati in cui si abbiano pu misurazioni per
ogni cella, come nel caso in cui ogni atleta avesse eseguitb dgni occasione settimanale non una ma
due prove di reazione allo starter. La tentazione di consideere queste prove come repliche porta a una
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analisi scorretta dato che esse violano il principio fondarantale delle repliche, ossia l'indipendenza.
In questo caso si parla pu correttamente di pseudoreplichee il modo pu corretto di utilizzare questa
informazione e di sostituire alle pseudorepliche in ogni ella il loro valor medio e ricondursi a un
disegno del tipo analizzato in precedenza.

412 ANCOVA

Si parla di ANCOVA quando si ha a che fare con un modello lineae contenente sia predittori categoriali
che quantitativi.

Esempio

Si vuole valutare la bont di due di erenti tecniche di inse gnamento della matematica per le prime
classi di scuole medie. A tale scopo, all'inizio dell'annoissottopongono 10 studenti per ognuno dei
due gruppi a una prova d'ingresso e i risultati sono inseritinel vettore x. Gli stessi studenti vengono
valutati anche a ne anno e i risultati inseriti in y. Ci si chiede se vi sia di erenza signi cativa fra le
due tecniche di insegnamento.

Per prima cosa, oltre ai dati X e y, e necessaria una variabile categorialeg per classi care gli
studenti in base all'insegnamento ricevuto.

> x <- ¢(5,10,12,9,23,21,14,18,6,13,7,12,27,24,18,22,2 6,21,14,9)
>y <- ¢(20,23,30,25,34,40,27,38,24,31,19,26,33,35,30, 31,34,28,23,22)
> g <- gl(2, 10, labels=0:1)

La funzione gl viene chiamata con un argomento opzionaldabels, che serve per speci care le etichette
per i diversi livelli di g. Si sceglie pertanto la classi cazione:

g = 0: primo metodo di insegnamento.

g = 1: secondo metodo di insegnamento.
Sono possibili tre modelli lineari di erenti da analizzare:
1. La regressionee la stessa per tutti i gruppi, ossiay  X.

2. La regressione dierisce fra i gruppi solo per linterceta, ossiay x + g. In questo caso il
coe ciente di g rappresenta la distanza fra le rette di regressione e quindie etto dei diversi
metodi di insegnamento.

3. La regressione di erisce fra i gruppi anche per coe ciene di regressione, ossig X+ g+ x: g
(o brevementey x ). L'e etto dei diversi metodi di insegnamento dipende in questo caso
anche dal livello di partenza degli studenti.

Ovviamente l'interpretazione del modello si sempli ca se sriesce a ttare un modello senza termine
di interazione.
Come punto di partenza si esegue l'analisi del modello cometo e di quello senza interazione:

> mod <- Im(y ~ x * Q)
> modl <- Im(y ~ x + Q)

Si veri ca see possibile eliminare il termine di interazione confrontando i due modelli:

> anova(modl, mod)
Analysis of Variance Table

Model 1: y ~ x + g
Model 2: y ~ x + g + Xxig
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Figura 4.3: Graco ottenuto dallANCOVA che paragona i due diversi metodi di insegnamento
dell'esempio[ZIP.

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr>F)
1 17 122.320
2 16 109.983 1 12.337 1.7948 0.1991

Si evidenzia che il termine di interazione pw essere trasarato. Quindi per semplicia. di interpretazione
si utilizza il modello modl nel seguito dell'analisi. | coe cienti del modello sono:

> summary(mod1)
[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 18.3600 15115 12.147 8.35e-10 ***
X 0.8275 0.0955 8.665 1.21e-07 ***
gl -5.1547 1.2877 -4.003 0.00092 ***

L'e etto dei due metodi di insegnamentoe diverso in modo altamente signi cativo. La di erenza fra
i due metodie di circa 5.2 punti. Dal t del modello si conclu de che il metodog = 1 produce risultati
peggiori di circa 5.2 punti (il coe ciente del modello ha segno negativo) rispetto al metodo g = 0.

Per rappresentare gra camente il risultato dell'analisi si de niscono tre variabili, contenenti le
intercette e il coe ciente di regressione comune delle due ette:

> intl <- modl$coe[l]
> int2 <- mod1$coe[l] + modl$coe[3]
> b <- modl$coe[2]

Si crea il graco e si inseriscono i dati, sostituendo i punti con I'etichetta di gruppo per meglio
identi carli:

> plot(x, y, type="n", xlab="ingresso", ylab="finali")
> text(x, y, g, col=c("black", "red"))

Si inseriscono in ne le linee di regressione:
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> abline(intl, b)
> abline(int2, b, col="red")

Il gra co di Fig. £3Jevidenzia bene la di erenza fra i due gruppi.

Alcuni commenti sono opportuni. Se si fossero analizzate ekisivamente le medie dei risultati
nali nei due gruppi con un'ANOVA, senza tener conto del livello di partenza degli studenti, si
sarebbe trovata una di erenza non signi cativa. L'inserim ento nel modello della variabilex cambia
drasticamente le conclusioni sui due metodi di insegnament Se si analizzano i miglioramenti medi
nei due gruppi:

> tapply(y - x, g, mean)
0 1
16.1 10.1

si nota che gli studenti del primo gruppo hanno ottenuto un aumento medio di 16.1 punti fra i due
test a fronte di un aumento di solo 10.1 punti per gli studenti del secondo gruppo.E da qui che si
origina la di erenza fra i due metodi di insegnamento.

4.13 Modelli random e modelli misti

I modelli trattati n qui in questo capitolo vanno sotto il no me di modelli a e etti ssi ( xed e ects
modelg. Il nome deriva dal fatto che nel modello lineare (scritto per semplicif nel caso di un criterio
di classi cazione):

Xj = + i+ i=1;::nr j =1
le quantia  ; vengono considerate costanti, mentre si hd; N (0; 2).

Un modello di questo generee appropriato se si considera fattore di classi cazione come ripetibile,
nel senso chee possibile ottenere nuove osservazioni iniéwalori del fattore in esame sono esattamente
identici a quelli nello studio. Esempi di questo tipo sono qelle variabili categoriali in cui si ha un
numero limitato di classi, come la classi cazione di una poplazione per sesso o in fasce d'et. In alcuni
esperimenti invece il fattore di classi cazione pw essee di tipo diverso. Si consideri uno studio clinico
condotto su un campione di pazienti sui quali si misura un paametro di interesse. In questo caso la
variabile di blocco che identi ca i vari pazienti non pwo essere vista come una quantit riproducibile
dato che i pazienti che entrano nello studio sono campionatila una certa popolazione di riferimento.
Un nuovo studio selezioner cice un campione di pazienti d erente dal primo e i livelli della variabile
che identi ca il paziente non sono quindi ripetibili.

I modello lineare in questo caso si pw scrivere come:

Xj = +A+" i=1;:inr =1

dove A N@©; Hemy N (0; 2) sono fra loro indipendenti. La modica al modelloe quindi
rappresentata dal fatto che si suppone che il fattore abbia a&sua volta una distribuzione normale con
una certa varianza 2, che rappresenta la variabilia della popolazione. Modeli di questo tipo sono
detti a e etti random ( random e ects modelg. E importante sottolineare che la nalie di modelli ssi

e randome di erente. Se in un modello a e etti ssi ci si prop one di studiare come cambia il valore
di una certa variabile di risposta fra i livelli dei preditto ri, in un modello a e etti random viceversa
guello che interessae determinare la variabilit della variabile di risposta fra i livelli dei predittori. In
questo caso saa quindi la stima della quantia 2 a essere di interesse.

Come nota nalee possibile considerare anche modelli in cucompaiano sia fattori ssi sia fattori
random. In questo caso si parla di modelli a e etti misti (mixed e ects modelg.

In R sono disponibili due librerie tramite cui ttare modelli ra ndom e misti. La prima, che fa
parte della distribuzione standard,e nlme (si veda [42] per una descrizione molto approfondita). La
seconda, pu recente e versatile,elme4 [4], la quale none contenuta nell'installazione standad e deve
essere scaricata separatamente, assieme alla librerfMatrix da cui dipende. Per modelli lineari a
e etti misti la maggiore di erenza tra le due implementazio nie che le routine della librera Ime4 sono
in grado di trattare e cientemente modelli con e etti rando m incrociati 0 parzialmente incrociati e
non solo modelli con e etti random annidati, quali quelli di scussi nel seguito.
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Esempio

In un esperimento, citato in [50], si studia la percentuale d calcio in 4 foglie. Per ogni foglia si
eseguono 4 misurazioni indipendenti. |l fattore di bloccofoglia e da considerarsi a tutti gli e etti
come random.

Si inizia 'analisi inserendo i dati:

> calcium <- ¢(3.28,3.09,3.03,3.03, 3.52,3.48,3.38,3.38 ,

+ 2.88,2.80,2.81,2.76, 3.34,3.38,3.23,3.26)

> foglia <- gl(4, 4) # fattore foglia

> dati <- data.frame(calcium, foglia) # creazione di un data frame

| dati devono essere inseriti in un data frame per poter condtre I'analisi. [l modello a e etti random
si tta tramite la funzione Imer della libreria Ime4, la quale accetta come argomenti (nella forma
minimale) il modello da ttare e il data frame in cui ricercar e i dati:

> library(Ime4) # si carica la libreria Ime4
> mod.r <- Imer(calcium ~ 1 + (1|foglia), dati)

si vede che la sintassi della funzionémer richiede che tutte le variabili legate a e etti random vengano
speci cate tramite I'uso dell'operatore j e delle parentesi tonde (necessarie per garantire la coriat
precedenza tra operatori). Il signi cato della sintassi (Jjfoglia )e che il modello assume una intercetta
random (il valore 1 prima dell'operatore j), e che ogni osservazione che condivide lo stesso valoreldel
variabile di gruppo (ossiafoglia) ava lo stesso valore di intercetta. Si noti chee necesssao inserire
esplicitamente la presenza di un termine costante (il simblm 1 che segue il carattere tilde) che svolge il
ruolo di  del modello lineare. Questo garantisce che la media della viabile legata all'e etto random
possa essere nulla. |l risultato del te:

> mod.r
Linear mixed-effects model fit by REML
Formula: calcium ~ 1 + (1 | foglia)

Data: dati

AIC BIC logLik MLdeviance REMLdeviance
-14.55 -13.01 9.277 -20.74 -18.55
Random effects:
Groups Name Variance Std.Dev.
foglia  (Intercept) 0.0723791 0.269034
Residual 0.0066021 0.081253

number of obs: 16, groups: foglia, 4

Fixed effects:
Estimate Std. Error t value
(Intercept) 3.166 0.136  23.27

Nella prima linea dell'output si vede che il modelloe stato ttato con tecnica di maximum likelihood
ristretta (altre tecniche possono essere speci cate condpzione method, come descritto nella pagina
di manuale della funzionelmer). Vengono poi presentate alcune statistiche di riepilogo @l t: indici
AIC e BIC (vedi Sec.[Z32), log-likelihood ristretta e devianza. Vie poi la tabella in cui si analizzano
gli e etti dei fattori random. In questa tabella vengono rip ortate le stime della varianza ”2 = 0:0724 e
di 72 =0:0066. La colonna etichettata comeStd:Dev: riporta le radici quadrate delle varianze stimate
(e non il loro errore standard come si potrebbe erroneamentpensare). In ne viene presentata una
tabella in cui si analizzano gli eventuali fattori a e etto  sso (in questo caso non ve ne sono). Una
delle questioni pu dibattute e che nella tabella degli e etti ssi non sono riportati i valori P per
la signi cativia dei vari termini B. La cosae dovuta a una precisa scelta da parte del prof. D.

2Questo commento si riferisce alla versione della libreria 0 .99875. Altre versioni possono avere comportamenti
di erenti
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Bates, autore della libreria, dato che la speci cazione di ganti siano i gradi di libera da attribuire al
denominatore per la statistica F e ancora soggetta ad acceso confronto teorico (si veda aneh4] per
una trattazione pu approfondita dell'argomento), cos comee ancora dibattuto il fatto che la statistica
F sia appropriata per testare le ipotesi del modello. Si noti r inciso che la scelta implementata nella
libreria nlme e di erente, dato che essa fornisce delle stime dei valoriP. Per l'analisi con questa
libreriae necessario un passo preliminare mediante chiamata alla funzione groupedData come segue:

> dati2 <- groupedData(calcium ~ 1 | foglia, dati)

Questa funzione serve per speci care la struttura dei dati. Il t del modello si ottiene quindi con la
chiamata:

> mod.r2 <- Ime(fixed = calcium ~ 1, random = ~ 1 | foglia, data= dati2)

dove si notano i primi due argomenti che speci cano e etti ssi e random del modello. Il risultato
della chiamata si esamina nel modo seguente:

> summary(mod.r2)
Linear mixed-effects model fit by REML
Data: dati2
AIC BIC  logLik
-12.55464 -10.43049 9.277319

Random effects:
Formula: ~1 | foglia

(Intercept) Residual
StdDev:  0.2690357 0.0812532

Fixed effects: calcium ~ 1
Value Std.Error DF t-value p-value
(Intercept) 3.165625 0.1360429 12 23.26931 0

Standardized Within-Group Residuals:
Min Q1 Med Q3 Max
-0.9697575 -0.6831156 -0.2410296 0.6091412 2.1070443

Number of Observations: 16
Number of Groups: 4

Si vede che i risultati di questa funzione coincidono con quk riportati in precedenza (eccetto ovvia-
mente per il fatto che in questo caso viene restituito un valoe P per gli e etti ssi). In alcuni casie
possibile che i risultati delle due funzioni di eriscano leggermente, date le di erenti implementazioni.
In ogni caso nella librerialme4e implementata anche la funzionelmer 2 che fornisce risultati identici
alme.

4.13.1 Modello a e etti random: due fattori

E possibile piani care esperimenti in cui appaia pu di un fattore random. Si pensi ad esempio a un
disegni gerarchico a due fattori, come nell'esempio seguen

Esempio

Nel caso della determinazione del calcio all'interno delldoglie si pwo considerare una modi ca spe-
rimentale per cui le foglie provengono da piante selezionatcasualmente. Il disegnoe quindi di tipo
gerarchico a 3 passi:

1. si selezionano casualmente le piante;
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pianta foglia Ca
1 1 3.28 3.09
1 2 3.52 3.48
1 3 2.88 2.80
2 1 2.46 2.44
2 2 1.87 192
2 3 219 2.19
3 1 2.77 2.66
3 2 3.74 3.44
3 3 255 255
4 1 3.78 3.87
4 2 4.07 4.12
4 3 3.31 331

Tabella 4.6: Determinazione della percentuale di calcio irun disegno randomizzato gerarchico.

2. dalle piante selezionate si selezionano casualmente afe foglie;
3. dalle foglie si traggono dei campioni in zone di erenti e §sottopongono ad analisi.

Si supponga di selezionare 4 piante e di prelevare da ognuna esse 3 foglie e di fare su queste due
misurazioni indipendenti del livello di calcio [50]. | dati sono riportati in Tab.
Il modello linearee:

Xijk = + Aj+ Bj + "k i=1;:inr j=1;inc k=150

dove A N(0; 2)e I'e etto del fattore random dovuto alla scelta della pia nta, B; N(©; e
I'e etto del fattore random dovuto alla scelta della foglia e "jjx N (0; 2) la variabilia all'interno
della singola foglia. L'esperimentoe teso a veri care l'importanza di queste tre fonti di variabilif.

Supponendo di aver inserito i dati di tabella nelle variabili ca, pianta e foglia del data frame dati,
il t del modello si ottiene con la chiamata:

> mod.reff <- Imer(ca ~ (1|pianta) + (1|foglia:pianta), dat i)

La sintassi utilizzata merita qualche commento. Si osservahe fattore dovuto alla variabilia delle
foglie viene inserito con la sintassi (jfoglia : pianta) e non semplicemente (jfoglia ). Questoe dovuto
semplicemente a comee codi cata la variabilefoglia. Se si osserva la Tab[CZ16 si nota che essa vale
1,2,3 all'interno delle varie piante, anche se ovviamented foglia identi cata dal valore 1 nella prima
piantae diversa dalla foglia 1 della seconda pianta. La clasi cazione delle fogliee cice interna alle
piante. Per r